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Prefacio da Série

A série Livros Diddticos, do Instituto de Informdtica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, é inspirada na idéia de desenvolver material
didatico para disciplinas ministradas no Bacharelado em Ciéncia da
Computacdo. Esse material é resultante da experiéncia dos professores do
Instituto de Informadtica no ensino e na pesquisa.

Em seus primeiros volumes, a série era voltada para Matemdtica da
Computagdo e Processamento Paralelo. Foram publicados trés titulos:
Fundamentos da Matemdtica Intervalar, Programando em Pascal XSC.
Esses dois primeiros titulos foram resultado de pesquisas desenvolvidas
dentro do Projeto ArInPar - Aritmética Intervalar Paralela, financiado pelo
ProTeM -CC CNPq (Fase II). O terceiro, Linguagens Formais e Autématos,
foi o primeiro da série que se voltou ao objetivo de suprir livros-texto para as
disciplinas basicas dos cursos de Bacharelado em Ciéncia da Computag¢do (ou
Informadtica). O conteddo desses livros é baseado no programa das disciplinas
do Bacharelado em Ciéncia da Computacio da UFRGS, sendo adotado,
também, por diversas Universidades do Rio Grande do Sul e de outros
estados.

O sucesso da experiéncia com esses livros, bem como a responsabilidade
que cabe ao Instituto de Informdtica na formacdo de professores e
pesquisadores em Computagdo, conduziu & ampliagdo da abrangéncia e a
institucionalizacdo da série, que passa a ser de Livros Didaticos do Instituto
de Informdtica.

Neste novo enfoque, foi publicado a segunda edigdo dos livros Linguagens
Formais e Autématos e  Projeto de Banco de Dados, de autoria,
respectivamente, dos Professores Paulo Fernando Blauth Menezes e Carlos
Alberto Heuser, e a primeira edi¢do do livro Teoria da Computagdo:
Mdquinas Universais e Computabilidade, dos autores Tiaraju Asmuz Diverio
e Paulo Fernando Blauth Menezes. Esses livros estdo tendo uma ampla
aceita¢do pela comunidade, fato comprovado pelas indica¢des como livros-
texto em vdrias universidades do Pais, o que, em 2000, levou a publicacio da
terceira edicdo do livro Projeto de Banco de Dados e, agora, do livro
Linguagens Formais e Autématos.



Outros titulos, também compreendendo contetidos de disciplinas de

Bacharelados em Ciéncia da Computacao (ou Informética) e de Bacharelados
em Engenharia da Computacdo, encontram-se em preparacio. Entre eles,
destacamos:

Arquitetura de Computadores Pessoais — Rawul Fernando Weber

Tabelas: Organizacdo e Pesquisa - Clesio Saraiva dos Santos e Paulo
Alberto de Azeredo

Fundamentos da Arquitetura de Computadores - Raul Fernando Weber

Teoria das Categorias e Ciéncia da Computacdo - Paulo Blauth
Menezes e Edward Hermann Haeusler

Técnicas Digitais para Computagdo - Fldvio Rech Wagner

Todos os livros tém em comum a preocupa¢io em manter nivel compativel
com a elevada qualidade do ensino e da pesquisa desenvolvidos no Ambito do
Instituto de Informatica da UFRGS.

Comissao Editorial da Série Livros Diddticos
Instituto de Informdtica da UFRGS
Marg¢o de 2000.
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Prefacio do Autor

Linguagens Formais e Autdmatos objetiva apresentar os conceitos basicos
de Linguagens Formais. E baseado em experiéncias letivas no Curso de
Bacharelado em Ciéncia da Computacio da UFRGS. E destinado,
principalmente, como um primeiro curso de Linguagens Formais e
Autématos, sendo auto-contido e podendo ser adotado como bibliografia
bdsica. Possui um texto simples e com diversas ilustracoes, exemplos
detalhados e exercicios em niveis crescentes de raciocinio.

A primeira edi¢éo tinha como principal objetivo suprir a necessidade de
um livro-texto didatico voltado para o Curso de Bacharelados em Ciéncia da
Computaciao na UFRGS. Entretanto, foi uma grata surpresa verificar que o
livro foi adotado em diversas instituicbes em todo o Brasil, esgotando
rapidamente, fazendo com que uma segunda edigdo fosse antecipada em
cerca de dois anos em relagdo ao previsto. A segunda edigéo seguiu a mesma
estrutura da primeira e aprimorou pequenos, mas importantes detalhes. A
aceitacdo foi muito boa e a edigdo também esgotou-se rapidamente.

Com o objetivo de manter o custo do livro acessivel (fator importante para
muitos estudantes), optou-se, para esta terceira edi¢do, fazer somente
pequenas revisdes, mantendo, inclusive, as mesmas numeragdes (pdginas,
se¢bes, etc.) da segunda edi¢gdo. Em contrapartida, foi desenvolvido e testado
um sistema de apoio ao ensino, via Internet, denominado de Hyper-
Automaton, que inclui uma série de facilidades para alunos, professores e
interessados em geral. Um fato curioso é que este sistema é baseado em
Autoématos Finitos com Saida, um dos temas desenvolvidos pelo livro. Uma
importante conseqiiéncia é que as piginas HTML nédo possuem links (estes
estdo codificados na fun¢do programa do autémato), permitindo um reuso
imediato do material instrucional. Gradativamente, a partir do segundo
semestre de 2000, cursos, exercicios, material de apoio, revisdes (edi¢oes
anteriores e atual), etc., serdo disponibilizados no seguinte enderego:

http://teia.inf.ufrgs.br/

Agradeco os diversos comentdrios, contribuigbes e retornos recebidos de
professores, alunos e interessados e destaco o meu interesse em continuar
mantendo contato sobre este e outros assuntos correlatos.

Porto Alegre, Outubro de 1998

Prof. Dr. Paulo Blauth Menezes

blauth@inf.ufrgs.br
www.inf.ufrgs.br/~blauth
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Linguagens Formais e
Automatos

Teoria das Linguagens Formais foi originariamente desenvolvida na
década de 1950 com o objetivo de desenvolver teorias relacionadas com as
linguagens naturais. Entretanto, logo foi verificado que esta teoria era
importante para o estudo de linguagens artificiais e, em especial, para as
linguagens origindrias na Ciéncia da Computacéo. Desde entdo, o estudo das
Linguagens Formais desenvolveu-se significativamente e com diversos
enfoques, com destaque para aplicacbes em andlise léxica e sintdtica de
linguagens de programagdo, modelos de sistemas biolégicos, desenho de
hardware e relacionamentos com linguagens naturais. Recentemente,
inclui-se a énfase no tratamento de linguagens nio-lineares, como planares,
espaciais e n-dimensionais.

Linguagens Formais e Autdématos objetiva apresentar os conceitos bdsicos
de Linguagens Formais. E baseado em experiéncias letivas no Curso de
Bacharelado em Ciéncia da Computagdo da UFRGS. E destinado,
principalmente, como um primeiro curso de Linguagens Formais, sendo
auto-contido e podendo ser adotado como bibliografia basica. Possui um texto
simples e com diversas ilustragdes, exemplos detalhados e exercicios em
niveis crescentes de raciocinio. ‘



1 Introducéio e Conceitos Basicos

1.1 Introducao

Teoria das Linguagens Formais foi originariamente desenvolvida na
década de 1950 com o objetivo de desenvolver teorias relacionadas com as
linguagens naturais. Entretanto, logo foi verificado que esta teoria era
importante para o estudo de linguagens artificiais e, em especial, para as
linguagens originarias na Ciéncia da Computag¢éo. Desde entéo, o estudo das
Linguagens Formais desenvolveu-se significativamente e com diversos
enfoques, com destaque para aplicagbes em Andlise Léxica e Sintatica de
linguagens de programacdo, modelos de sistemas biolégicos, desenhos de
circuitos e relacionamentos com linguagens naturais. Recentemente, inclui-
se a énfase no tratamento de Linguagens N#o-Lineares, como Planares,
Espaciais e n-Dimensionais.
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Sintaxe e Semantica

Linguagens Formais preocupa-se com os problemas sintéticos das
linguagens. Assim, inicialmente, é importante introduzir os conceitos de
sintaxe e semdntica de linguagens.

Historicamente, no estudo do entendimento das linguagens de
programacdo, o problema sintédtico foi reconhecido antes do problema
semintico e foi o primeiro a receber um tratamento adequado.
Adicionalmente, os problemas sintaticos sdo de tratamento mais simples que
os seménticos. Como conseqiiéncia, foi dada uma grande énfase i sintaxe, ao
ponto de levar 4 idéia de que as questdes das linguagens de programacao
resumiam-se as questdes da sintaxe. Atualmente, a teoria da sintaxe possui
construgbes matematicas bem definidas e universalmente reconhecidas
como, por exemplo, as Gramdticas de Chomsky.

Uma linguagem de programacio (bem como qualquer modelo
matematico) pode ser vista de duas formas:

e como uma entidade livre, ou seja, sem qualquer significado associado;
* como uma entidade juntamente com uma interpretacio do seu
significado.

A sintaxe trata das propriedades livres da linguagem como, por exemplo,
a verificacdo gramatical de programas. A semdntica objetiva dar uma
interpretacdo para a linguagem como, por exemplo, um significado ou valor
para um determinado programa. Conseqiientemente, a sintaxe basicamente
manipula simbolos sem considerar os seus correspondentes significados.
Note-se que, para resolver qualquer problema real, é necessdrio dar uma
interpretagdo semdintica aos simbolos como, por exemplo, "estes simbolos
representam os inteiros".

Sintaticamente falando, ndo existe uma nogio de programa "errado":
neste caso, simplesmente néo é um programa. Por outro lado, um programa
sintaticamente valido ("correto"), pode nio ser o programa que o
programador esperava escrever. Assim, a questio de considerar um
programa ‘“correto" ou "errado" deve considerar se o mesmo modela
adequadamente o comportamento desejado.

Nem sempre os limites entre a sintaxe e a semdntica sdo claros. Um
exemplo é a ocorréncia de um nome em um programa o qual pode ser tratado
de forma igualmente facil como um problema sintatico ou seméntico.
Entretanto, a distin¢do entre sintaxe e seméantica em linguagens artificiais ¢,
em geral, 6bvia para a maioria dos problemas relevantes.
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Abordagem
A abordagem desta publicagdo é centrada no tratamento sintdtico de
linguagens lineares abstratas com fdcil associagdo as linguagens tipicas da
Ciéncia da Computacdo. Os formalismos usados podem ser classificados nos
seguintes tipos:

a) Operacional. Define-se um autémato ou uma madquina abstrata, baseada
em estados, em instrucdes primitivas e na especificagdo de como cada
instrucdo modifica cada estado. Uma maquina abstrata deve ser
suficientemente simples para ndo permitir davidas sobre a execugdo de
seu cédigo. Também é dito um formalismo Reconhecedor, no sentido em
que permite a andlise de uma dada entrada para verificar se ¢
"reconhecida" pela mdquina. As principais maéquinas definidas nesta
publicagio sdo Autémato Finito, Autémato com Pilha e Méquina de
Turing;

b) Axiomdtico. Associam-se regras as componentes da linguagem. As regras
permitem afirmar o que serd verdadeiro apés a ocorréncia de cada
clausula considerando o que era verdadeiro antes da ocorréncia. A
abordagem axiomadtica que segue é sobre Gramédticas (Regulares, Livres
do Contexto, Sensiveis ao Contexto e Irrestritas). Uma gramdtica também
é dita um formalismo Gerador no sentido em que permite verificar se um

2

determinado elemento da linguagem é "gerado";

¢) Denotacional. Também é denominado formalismo Funcional. Define-se
uma funcdo que caracteriza o conjunto de palavras admissiveis na
linguagem. Em geral, trata-se de uma fungfio construida a partir de
funcdes elementares de forma composicional (horizontalmente) no sentido
em que a linguagem denotada pela fun¢do pode ser determinada em
termos de suas funcdes componentes. Nesta publicacdo, a abordagem
denotacional é restrita as Expressdes Regulares. Como, a partir de uma
expressio regular, é simples inferir ("gerar") as palavras da linguagem
denotada, freqilentemente também é denominado, de forma ndo muito
precisa, como um formalismo Gerador.

Organizacio dos Capitulos e Carga Horaria Recomendada

A estruturacio e uma breve introdugio dos capitulos desta publicacdo é,
resumidamente, a seguinte:

a) Capitulo 1. Os demais tépicos deste capitulo introduzem conceitos bdsicos
necessdrios para o que segue. Note-se que a parte referente a Conjuntos,
Relagbes, Funcdes, Logica e Técnicas de Demonstragdo objetiva realizar
uma revisdo e normalizacdo de notagbes e, portanto, considera algum
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conhecimento prévio e ndo esgota o assunto. Caso o leitor domine
adequadamente estes assuntos, recomenda-se passar diretamente para a
seccdo 1.5 - Alfabetos, Palavras, Linguagens e Gramaticas;

b) Capitulo 2. As Linguagens Regulares e as no¢des de Autémato Finito e
Expressdo Regular sdo origindrias de estudos bioldgicos de redes de
neurdnios e circuitos de chaveamentos. Mais recentemente, sio usadas
para o desenvolvimento de Analisadores Léxicos (parte de um compilador
que identifica e codifica as unidades bdsicas de uma linguagens como
varigveis, numeros, etc.), editores de textos, sistemas de pesquisa e
atualizacdo em arquivos (em geral, do tipo busca e substituicdo de
informacdes nfio complexas), linguagens simples de comunicagéo
homem-maquina (como interface do sistema operacional) e mdquina-
méquina (como protocolos de comunicagdo). Note-se que a andlise léxica
pode ser considerada como um caso particular e simples de andlise
sintdtica;

c) Capitulo 3. As Linguagens Livres do Contexto e as correspondentes nogoes
de Gramitica Livre do Contexto e Autdémato com Pilha s@o usadas
principalmente para o desenvolvimento de Analisadores Sintaticos, uma
importante parte de um compilador. Historicamente, o desenvolvimento
de analisadores sintdticos era um problema complexo, de dificil depuragao
e com eficiéncia relativamente baixa. Hoje, considerando o conhecimento
ja adquirido relativo as Linguagens Livre do Contexto, o desenvolvimento
de um Analisador Sintédtico é simples (assim como a sua depuracdo) e
somente uma pequena percentagem do tempo de processamento de um
compilador é gasto em tal atividade;

d) Capitulo 4. As Linguagens Enumerdveis Recursivamente e Sensiveis ao
Contexto e as correspondentes nogdes de Maquina de Turing (e eventuais
variacgdes/restricbes deste modelo) e as Gramadticas Irrestritas e Sensiveis
ao Contexto permitem explorar os limites da capacidade de
desenvolvimento de reconhecedores ou geradores de linguagens. Ou seja,
estudam a solucionabilidade do problema da existéncia de algum
reconhecedor ou gerador para determinada linguagem;

e) Capitulo 5. Conclui os capitulos anteriores, classificando as diversas
classes de linguagens em uma ordem hierdrquica, denominada
Hierarquia de Chomsky (ilustrada na Figura 1.1) e apresenta conclusdes
gerais e perspectivas futuras.

O trabalho que segue é baseado em experiéncias letivas no Curso de
Bacharelado em Ciéncia da Computagdo da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul. E destinado, principalmente, como um primeiro curso de
Linguagens Formais, sendo auto-contido e podendo ser adotado como
bibliografia basica. Possui um texto simples, exemplos detalhados e
exercicios em niveis crescentes de raciocinio. Embora todos os conceitos
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-
Linguagens Enumerdveis Recursivamente ou Tipo 0
f
Linguagens Sensiveis ao Contexto ou Tipo 1
o )
Linguagens Livres do Contexto ou Tipo 2
\. _/
N\ J
- J

Figura 1.1 Hierarquia de Chomsky

necessarios sejam introduzidos, recomenda-se como pré-requisitos
conhecimentos bdsicos de légica, teoria dos conjuntos e algoritmos. No caso
de desenvolvimento de um curso, a carga horaria recomendada varia de 45 a
90 horas.

1.2 Conjuntos, Relacoes e Funcoes

No texto que segue é suposto que o leitor estd familiarizado com os
conceitos basicos relativos a Teoria dos Conjuntos.

Conjuntos e Operacoes sobre Conjuntos

Definicdo 1.1 Conjunto.

Um Conjunto é uma colecdo de zero ou mais objetos distintos, denominados

Elementos do conjunto. a
Um elemento é uma entidade basica a qual ndo é definida formalmente.

Relativamente ao relacionamento entre elementos e conjuntos, tem-se que:

a) Se um elemento a pertence a um conjunto A denota-se por a € A; caso
contrdrio, a¢ A
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b) Se todos os elementos de um conjunto A também sdo elementos de um
conjunto B, entdo afirma-se que A estd contido em B ou que A é
subconjunto de B e denota-se por A ¢ B (ou ainda B contém A e B o A).
Adicionalmente, se existe b € B tal que b ¢ A, entdo afirma-se que A esta
contido propriamente em B ou que A é subconjunto préprio de B e denota-se
por A < B (ou ainda B contém propriamente A e B o A)

¢) Os conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se, possuem 0s mesmos

elementos, ou seja, A = B se, e somente se, AcBeBcA

Um conjunto pode possuir um numero finito ou infinito de elementos. Os
conjuntos finitos podem ser denotados por extensdo, listando todos os seus
elementos entre chaves e em qualquer ordem como, por exemplo:

{a,b,c}

O conjunto sem elementos (ou seja, com zero elementos) é denominado
conjunto vazio e é denotado por {} ou . Conjuntos (finitos ou infinitos)
também podem ser denotados por compreensdo na forma:

{alacAep@)} ou {aeAlp(a)}

a qual é interpretada como:

"o conjunto de todos os elementos a pertencentes ao conjunto A tal
que p(a) é verdadeiro".

Quando € claro que a € A, pode-se denotar simplesmente na forma:
{alp()
EXEMPLO 1 Conjuntos, Elementos.
.a) ae{b,a}lece {b,a}
b) {a,b}={b,a},{a,b}c{b,a}e{a,b}c{a,b,c}
¢) Os seguintes conjuntos sdo infinitos:
N Conjunto dos Nimeros Naturais,
2 Conjunto dos Numeros Inteiros,
Q Conjunto dos Numeros Racionais;

I  Conjunto dos Numeros Irracionais;
R  Conjunto dos Numeros Reais.

d) {1,2,3}={xe N|x>0ex<4}eN={xe 2| x>0}

e) O conjunto dos nimeros pares pode ser denotado por compreensdo como
segue:

{y|y=2xexeN} Q

As principais operagdes sobre conjuntos sido as seguintes.
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Definicdo 1.2 Unifo, Interseccgio, Diferenca, Complemento, Conjunto das
Partes, Produto Cartesiano.

Sejam A e B conjuntos. Entéo:

a) Unido.
AuUB={x|xe Aouxe B}

b) Intersecgdo.
AnB={x | xe Aexe B}

¢) Diferenca.
A-B={x|xe Aexe B}

d) Complemento. A operagdo de complemento é definida em relagio a um
conjunto fixo U denominado conjunto universo.

A={x|xe Uexe A}

e) Conjunto das Partes.
2A={S | ScA}

f) Produto Cartesiano.
AxB={(ab)|ac Aebe B} a
E usual denotar um produto cartesiano de um conjunto com ele mesmo
como um expoente. Por exemplo:
Ax A= A2

Um elemento de um produto cartesiano denctado na forma (a, b) é
denominado par ordenado e ndo deve ser confundido com o conjunto {a b}:
em um par ordenado, a ordem é importante, pois sdo distinguidas as duas
componentes. O conceito de par ordenado pode ser generalizado para n-upla
ordenada, ou seja, com n>0 componentes.

EXEMPLO 2 Operagées sobre Conjuntos.

Suponha o universo N e sejam A={0,1,2} e B={2,3}. Entéo:

a) AuB={0,1,2 3}

b) AnB={2}

¢) A-B={0,1}

d) A={xe N | x>2)

e) 2B={,{2},{3}{2 3}}

) AxB={(0,2),(03)(12),(13),(2 2),(23)} a

As seguintes propriedades das operagdes sobre conjuntos podem ser
facilmente verificadas (suponha o universo U e os conjuntos A, B e C):
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a) Idempoténcia.
AUA=A
AnA=A

b) Comutatividade.
AuB=BUA
AnB=BnA

¢) Associatividade.
AuBuUC=AuBuUC
ANnBNnC)=AnBANC

d) Distributividade.
ANnBuUC=(AnBlU (AN C)
AuBNCl=(AuBn{Au Q)

e) Duplo Complemento.

(AY = A
f) Morgan.
AuB'=ANB
(AnB'=AUB
g) Universo e Vazio.
AUA=T
ANnA=0

Relagoes
Definigiio 1.3 Relacdo.
Uma Relag¢do (Bindria) é um subconjunto de um produto cartesiano. a
Suponha os conjuntos A e B e a relacio R ¢ AxB. Entdo A e B sédo
denominados dominio e contra-dominic (ou codominio) de R,
respectivamente. Um elemento (3, b) € R é usualmente denotado por aRb.

Uma relagdo R c Ax A (onde o dominio e o contra-dominio coincidem) é dita
uma rela¢do em A e, neste caso, é freqiientemente denotada por (A, R).

Definicio 1.4 Relacdo Reflexiva, Simétrica, Antissimétrica, Transitiva.
Sejam A um conjunto e R uma relacio em A. Entdo R é uma:

a) Rela¢do Reflexiva, se, para todo ae A, aRa

b) Relagdo Simétrica, se aRb, entdobRa

¢) Relagdo Antissimétrica, se aRbebRa, entdoa=b

d) Relag¢ao Transitiva, se aRbebRc, entdoaRc a
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Note-se que uma relagdo pode néo ser simétrica nem antissimétrica, ou
seja, ndo sdo nogdes complementares. Adicionalmente, uma relag¢io pode ser
simultaneamente simétrica e antissimétrica.

EXEMPLO 3 Propriedades de Relagdes.

Considere um conjunto néo vazio A. Entao:

a) As relacdes (N, <) e (27, ) sio reflexivas, antissimétricas e transitivas;
b) As relacies (2, <) e (2A, <) sdo transitivas;

c) A relagdo (@, =) é reflexiva, simétrica, antissimétrica e transitiva;

d) A relagdo {(1, 2), (2, 1), (2, 3)} ndo é reflexiva, simétrica, antissimétrica e
nem transitiva. a

Definicao 1.5 Relacao de Ordem, Ordem Parcial, Ordem Total.

Sejam A um conjunto e R uma relagido em A. Entédo R é uma:

a) Relag¢do de Ordem, se é transitiva;

b) Relacdo de Ordem Parcial, se é reflexiva, antissimétrica e transitiva;

¢) Relacdo de Ordem Total, se é uma relacdo de ordem parcial e, para todo a,
be A,ouaRboubRa. Q

EXEMPLO 4 Relacdo de Ordem, Ordem Parcial, Ordem Total.

Considere um conjunto nao vazio A. Entéo:

a) As relacoes (N, <), (27, <), (2, <), (27, ) e (@, =) sdo de ordem;

b) As relacgdes (N, <), (2A, ©) e (@, =) sdo de ordem parcial;

¢) A relacdo (N, €) é de ordem total. Q
Definicdo 1.6 Relagio de Equivaléncia,

Sejam A um conjunto e R uma relacdo em A. Entdo R é uma Relacdo de

Equivaléncia se for reflexiva, simétrica e transitiva. Qa

Um importante resultado é que cada relacdo de equivaléncia induz um
particionamento do conjunto (em que a relagdo é definida) em subconjuntos
disjuntos e ndo vazios denominados classes de equivaléncia.

EXEMPLO 5 Relagdo de Equivaléncia.

Considere a relacdo R={(a, b)e N2 | a MOD 2= bMOD 2} onde MOD é a operacéo
que resulta no resto da diviséo inteira. E facil verificar que R é uma relagéo de
equivaléncia. Portanto, R induz um particionamento de N em dois
subconjuntos: pares (resto zero) e impares (resto um). Q

Freqgiientemente é desejavel estender uma relagio de forma a satisfazer
determinado conjunto de propriedades.
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Definicdo 1.7 Fecho de uma Relacao.

Sejam R uma relacdo e P um conjunto de propriedades. Entdo, o Fecho de R
em Relag¢do ao P, denotado por FECHO-P(R), é a menor relagido que contém R e
que satisfaz as propriedades em P. Q

Dois tipos de fecho de uma relagdo s@o especialmente importantes no
trabalho que segue.

Definiciao 1.8 Fecho Transitivo, Fecho Transitivo e Reflexivo.
Sejam R uma relac¢édo em A. Entio:

a) O fecho de R em relacdo ao conjunto de propriedades {transitiva},
denominado Fecho Transitivo de R e denotado por R+, é definido como
segue:

a.l) Se (a, b)e R, entao (a,b)e R+;
a.2) Se(a,b)e Rte (b c)e R, entdo (a,c)e R,
a.3) Os unicos elementos de R* sdo os construidos como acima;

b) O fecho de R em relacdo ao conjunto de propriedades {transitiva, reflexiva},
denominado Fecho Transitivo e Reflexivo de R e denotado por R*, é tal que:

R*=R*U{(a a) | ae A} a

EXEMPLO 6 Fecho de um Grafo visto como uma Relagéo.

Um grafo (direto) pode ser definido como uma relagio A (de arestas) em um

conjunto V (de vértices). Assim:

A={(1,2),(2 3),(34), (1,5}

é um grafo em V={1,2 34,5} como ilustrado na Figura 1.2 (esquerda) onde o
par ordenado que define uma aresta é representado por uma seta na qual as
circunferéncias de origem %® de destino representam a primeira e a segunda
componente do par, respectivamente. O fecho transitivo e reflexivo:

A*={(1,1).(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (2.2), (2. 3). (2, 4). (3, 3), (3, 4). (4, 4), (5. 5) }

é ilustrado na Figura 1.2 (direita) onde as arestas adicionadas pelo fecho séao
representadas com um traco diferente. a

Funcoes
Definicao 1.9 Funcéio Parcial.

Uma Fung¢do Parcial é uma relagio f « AxB tal que se {a, b) € f e (a, ¢) € f,
entdob=c. a

Portanto, uma funcdo parcial é uma relacdo onde cada elemento do
dominio estd relacionado com, no mdximo, um elemento do contra-dominio.




1 - Introducdo e Conceitos Bdsicos 11

Figura 1.2 Grafo (esquerda) e o correspondente fecho transitivo e reflexivo (direita)

Uma fungdo parcial f ¢ AxB normalmente é denotada por f: A — B.
Adicionalmente, (g, b) € f é usualmente denotado por f(a) = b. Se f(a) = b entédo
afirma-se que f esta definida para a e que b é imagem de a. O conjunto:

{be B existe ac A tal que f(a)=b}

é denominado conjunto imagem de f e é denotado por f(A) ou Img(f).
Definicao 1.10 Funcio, Aplicac¢ao.
Uma Func¢ao (Total) ou Aplicagdo é uma funcgdo parcial . A — B onde para
todo a € A existe b e B tal que f(a) =b. a

Portanto, uma funcéo (total) é uma funcgdo parcial definida para todos os
elementos do dominio.
EXEMPLO 7 Func¢do, Fung¢do Parcial.

a) Func¢ao Identidade. Para um dado conjunto A, a fungio (total) ida: A — A é
tal que, para todo a € A, ida(a) = a;

b) Adi¢do nos naturais. A operagdo ad: NxN — N tal que ad(a,b)=a + b é uma
fungéo (total);

¢) Divisdo nos reais. A operacédo div: RxR — R tal que div(x, y) = x/y é uma
funcio parcial pois néo é definida para (x, 0), qualquer que seja xe R. O

Definicio 1.11 Composicido de Fungoes.

Sejam f A — Be g: B — C fungbes. A Composi¢do defeg é a fungdo gt A - C

tal que (g - f}(a) = g(f(a)). Q

Portanto, a composi¢do de duas fungoes . A > Be ¢ B — C é uma fungéo
g - f:A— Conde (g f)(a) = g(f(a)) é a aplicagdo da funcdo f ao elemento a e, na
seqiiéncia, da funcdo g 4 imagem f(a).
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EXEMPLO 8 Composi¢do de Fungées.

A composicao das fungdes ad: NxN —» N (Exemplo 7) e quadrado. N - N é a
funcdo quadrado ad: NxN — N e, para (3, 1) e Nx N, tem-se que:

(quadrado - ad)(3, 1) = quadrado(ad(3, 1)) = quadrado(4) = 16
Ou seja, a composicdo das fungdes resulta no quadrado da adigio. a
Definicio 1.12 Funcio Injetora, Sobrejetora, Bijetora ou Isomorfismo.
Uma func¢édo f: A — B é dita:
a) Injetora se, para todo b € B, existe no mdximo um a € A tal que f(a) = b;
b) Sobrejetora se, para todo b € B, existe pelo menos um a e A tal que f(a) = b;

’

¢) Bijetora ou Isomorfismo se é injetora e sobrejetora. a

Portanto, uma funcéo é:

a) Injetora se cada elemento do contra-dominio é imagem de, no mdximo,
um elemento do dominio;

b) Sobrejetora se todo elemento do contra-dominio é imagem de pelo menos
um elemento do dominio;

¢) Bijetora ou isomorfismo se todo elemento do contra-dominio é imagem de
exatamente um elemento do dominio.

E comum usar os termos injecdo, sobrejecdo e bije¢do ao invés de fungéo
injetora, funcdo sobrejetora e fungdo Dbijetora, respectivamente.
Adicionalmente, se existe um isomorfismo (fun¢io bijetora) entre dois
conjuntos, estes sdo ditos conjzfntos isomorfos.

EXEMPLO 9 Fungao Injetora, Sobrejetora, Bijetora, Isomorfismo.
a) A funcéo inclusdo: N — 2 tal que inclusdo(a) = a é injetora;
b) A fungéo médulo: Z — N tal que médulo(a) = |a| é sobrejetora;

¢) A funcdo :Z — N tal que f(a)=2ase a>0ef(a)= |2a|-1 se a<0 é bijetora, ou
seja, é um isomorfismo. Portanto, os conjuntos 2 e N sdo isomorfos. Note-
se que, os inteiros ndo-negativos sdo associados aos naturais pares e os
inteiros negativos aos naturais impares. |

Cardinalidade de Conjuntos

A cardinalidade de um conjunto é uma medida de seu tamanho e é
definida usando fungdes bijetoras.

Definicio 1.13 Cardinalidade Finita, Infinita.

A Cardinalidade de um conjunto A, representada por #A é;
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a) Finita se existe uma bijecfio entre A e o conjunto {1, 2,3, .., n}, para algum n
€ N. Neste caso, afirma-se que #A =n (como fica o caso em que n = 0?);

b) Infinita se existe uma bijecdo entre A e um subconjunto préprio de A. O

Portanto, um conjunto é finito (ou seja, possui uma cardinalidade finita)
se for possivel representa-lo por extensdo. Um conjunto A é infinito se for
possivel retirar alguns elementos de A e, mesmo assim, estabelecer uma
bijecdo com A.

EXEMPLO 10 Cardinalidade de 2.

A funcdo . 2 —» N tal que f(a) =2a se a > 0 e f(a) = [2al-1sea<06 bijetora.
Claramente, N é subconjunto préprio de 2. Entdo 2 é infinito. a

E importante destacar que nem todos os conjuntos infinitos possuem a
mesma cardinalidade, o que contradiz a nog¢do intuitiva da maioria das
pessoas. De especial interesse é o cardinal do conjunto dos nuimeros naturais
N, denotado por Xg. O simbolo R (lé-se "alef") é a primeira letra do alfabeto
hebraico.

Definicéo 1.14 Conjunto Contavel, Nao-Contavel.
Um conjunto infinito A é dito:

a) Contdvel ou Contavelmente Infinito, se existe uma bijecdo entre o conjunto
A e um subconjunto infinito de N;

b} Nao-Contduvel, caso contrario. Q

A bijecio que define se um conjunto A é contdvel é denominada
enumerag¢do de A. Portanto, um conjunto é contdvel se for possivel enumerar
seus elementos como uma seqiiéncia na forma ag, ai, ap, ... . O cardinal de
qualquer conjunto contdvel é Xy.

EXEMPLO 11 Conjunto Contdvel, Nao-Contdvel.

Os conjuntos Z e Q sdo contdveis. Os conjuntos I e R sdo ndo-contdveis. De
fato, prova-se que o cardinal de I e R é 2X9, a

1.3 Légica

No texto que segue é suposto que o leitor estd familiarizade com os
conceitos bésicos relativos a Légica Booleana. Entende-se por Légica Booleana
como o estudo dos principios e métodos usados para distinguir sentencas
verdadeiras de falsas.
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Definicio 1.15 Proposicao.

a) Uma Proposi¢do é uma sentenga declarativa a qual possui valor légico
verdadeiro ou falso (ndo-verdadeiro);

b) Considere um conjunto universo U. Uma Proposigdo Sobre U é uma

proposi¢io cujo valor 16gico depende de um elemento x € U considerado.

Os valores l6gicos verdadeiro e falso sdo usualmente denotados por V e F,
respectivamente. Uma proposicio p a qual descreve alguma propriedade de
um elemento x € U é usualmente denotada por p(x). Toda a proposi¢do p sobre
U induz uma particio de U em duas classes de equivaléncia, como segue:

a) {x l p(x) é verdadeira }, denominado conjunto verdade de p

b) {x | p(x) é falsa}, denominado conjunto falsidade de p

Definicao 1.16 Tautologia, Contradicgio.

Seja p uma proposigédo sobre o conjunto universo U. Entéo:

a) p é dita uma Tautologia se p(x) é verdadeira para qualquer xe U

b) p é dita uma Contradigdo se p(x) é falsa para qualquer xe U a
EXEMPLO 12 Proposi¢ao, Tautologia, Contradigdo.

a) A sentenca 3+4>5 é uma proposigéo;

b) Para a proposicdo n! < 10 sobre N, tem-se que {0, 1,2,3} é o0 conjunto verdade
e{ne N | n>3} é o conjunto falsidade;

¢) A proposigdo n+1>n sobre N é uma tautologia;

d) A proposicdo "2n é impar" sobre N é uma contradicéo. a
Uma operagdo ou um operador sobre um conjunto A é uma funcdo da

forma op: A" — A. Portanto, um operador logico, também denominado conetivo

(Iégico), é um operador sobre o conjunto das proposi¢des. Uma proposi¢do que

nédo contém operadores é denominada proposi¢do atémica ou simplesmente
dtomo. O conjunto de todas as proposigdes légicas é denotado por P.

Uma tabela verdade é uma tabela que descreve os valores l6gicos de uma
proposicdo em termos das possiveis combinagdes dos valores légicos das
proposi¢cdes componentes.

Definicsio 1.17 Operadores Logicos.

Os seguintes Operadores ou Conetivos sobre o conjunto das proposi¢des
l6gicas P sdo definidos conforme a tabela verdade ilustrada abaixo:

a) Negacdo. Operador denotado pelo simbolo —
b) E. Operador denotado pelo simbolo A

¢) Ou. Operador denotado pelo simbolo v
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d) Se-Entdo. Operador denotado pelo simbolo —

e) Se-Somente-Se. Operador denotado pelo simbolo «»

P 9 | —-p |prglpvglp—oglpeq
v v F v v v v
v F F F v F F
F v v F v v F
F F v F F v v

a

Note-se que todos os operadores definidos acima sfio bindrios e denotados
de forma infixada (operador no meio dos operandos), excetuando-se o de
Negacdo o qual é undrio e denotado de forma prefixada.

Os operadores légicos — e <> induzem importantes relagdes entre
proposicoes.

Definicdo 1.18 Relacio de Implicacgio, Equivaléncia.
As seguintes relagdes sio induzidas pelos operadores — e < sobre P:

a) A relagdo =, denominada Rela¢do de ImplicacdGo ou simplesmente
Implicagdo, é definida pelo conjunto:
{(p.g)e P2 | p—>qé uma tautologia }

b) A relagio <, denominada Relagdo de Equivaléncia ou simplesmente
Equivaléncia, é definida pelo conjunto:

{(p.q) € P2 | p > qé uma tautologia) Q

E fécil verificar que = e < sdo relagdes de ordem e de equivaléncia,
respectivamente.

EXEMPLO 13 Relagao de Implicagio, Equivaléncia.

Os seguintes pares de proposigdes pertencem as relagdes de implicacéo ou de
equivaléncia, como pode ser verificado pelas tabelas verdade abaixo:

a) Adi¢do.
pP=pvq

b) Simplificacéao.
PAQ=p

¢) Contraposi¢do.
P20 —G—>—p
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d) Reducdo ao Absurdo.
poge(pa-g)>F

p g |pvalp—oppvg {prgl (PAgp
v v v -V v v
Vv F i v F v
F Vv v v F v
F F F v F v
P q —p —q {p—oql -qo—p | P29 (-9 —p)
v v F F Vv v v
v F F v F F v
F v v F v v v
F F v v v v v
pt gl =al poglpa-g] (pr-9—=F | p2golpang—F)
v iv F v F Vv v
viFl] Vv F v F v
F iV F v F v v
FyLF|] vV v F v v

1.4 Técnicas de Demonstracao

Um teorema é uma proposigdo do tipo p — g a qual prova-se ser verdadeira
sempre, ou seja, que p => G. As proposigbes p e g s3o denominadas hipétese e
tese, respectivamente. E usual denominar por coroldrio um teorema que é
uma conseqiiéncia quase direta de um outro ja demonstrado (ou seja, cuja
prova é trivial ou imediata). Adicionalmente, um teorema auxiliar que possui
um resultado importante para a prova de um outro é usualmente
denominado por lema.
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Dado um teorema a ser demonstrado, é fundamental, antes de iniciar a
demonstracgdo, identificar claramente a hipdtese e a tese. Por exemplo,
considere o seguinte teorema:

a intersecgdo distribui-se sobre a unido, ou seja,
ANnBuC)=(AnB)U(ANC)

Uma reescrita identificando claramente a hipdtese e a tese é como segue:
se A, Be C sdo conjuntos quaisquer,
entGdo AN(BuUC)=(AnB)U(ANC)
E usual um teorema ser apresentado na forma p « qcomo, por exemplo,
(suponha que A é um conjunto qualquer):
A é contduvel se, e somente se,

existe uma fung¢do bijetora entre A e o conjunto dos niimeros pares

Sugere-se como exercicio verificar que:
pogepP-9a@@-p)
Assim, neste caso, deve ser demonstrada a "ida" e a "volta”, ou seja, que:

se um conjunto A é contdvel,
entdo existe uma fung¢do bijetora entre A e o conjunto dos niimeros pares

e

se existe uma fun¢do bijetora entre A e o conjunto dos niimeros pares,

entdo A é contdvel
Para um determinado teorema p — q existem diversas técnicas para

provar (demonstrar) que, de fato, p = q. As seguintes técnicas destacam-se:
a) Direta;
b) Contraposicio;
¢) Redugéo ao absurdo;

d) Inducgio.

Prova Direta

A prova direta simplesmente pressupde verdadeira a hipétese e, a partir
desta, prova ser verdadeira a tese.

EXEMPLO 14 Prova Direta.
Considere o teorema:

a intersec¢do distribui-se sobre a unido, ou seja,

An(BUC)=(ANB)UANC)
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exemplificado acima. Inicialmente, lembre-se que:

e por defini¢do, X=Y se, e somente se, XcYe Y X;
e por definicdo, X < Y se, e somente se, todos os elementos de X também
sdo elementos de Y.

Adicionalmente, é facil verificar, usando tabela verdade, que o operador
légico A se distribui sobre o v, ou seja, para quaisquer proposigdes p, q e f, tem-
se que:

prlavie pagvipar)
Para provar que An (Bu C)=(AnB)uU (AN C), deve-se provar que:

AnBuCc(AnByu(An C)
ANBUBANCcANn(BuUC)

Suponha que A, B e C sdo conjuntos quaisquer.

Caso 1. An(BuC)c(AnB)u (AN C). Suponha xe An (Bu C). Entio:

xe AnBuC)> defini¢do de intersecciao
xe Arxe Bul) = defini¢do de uniao
xe Ar(xe Bvxe C)= distributividade do A sobre o v
(xe AAxe Bivixe Arxe C)= defini¢do de intersecgdo
xe (AnBvxe (AnC) = defini¢ao de unido

xe (AnByu (An C)
Portanto, AN (BuC)c (AnB)u(An C)

Caso 2. (AnB)U(ANC)cAn (B uC). Suponha xe (AN B)u (AN C). Entéo:

xe AnBIUANC)= defini¢do de uniao
xe AnBvxe (AnC) > definicao de intersecgao
(xe ArxeBlvixe Arxe C)= distributividade do A sobre o v
xe Ar(xe Bvxe C)= defini¢do de unido
xe Arxe BuC) = definicao de intersecgéo
xe An{Bu C)
Portanto, ANBUANCIcAn(Bu Q)

Logo, An(BuC)=(AnB)u (AN C) Q

Prova por Contraposicao

A prova por contraposicdo baseia-se no seguinte resultado, o qual foi
verificado no Exemplo 13:

EXEMPLO 15 Prova por Contraposigdo.

Para demonstrar o seguinte teorema:
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nf>n+1 - n>2
pode-se, equivalentemente, demonstrar por contraposicio que:
n<2 - ni<n+1

Note-se que é muito simples provar que n< 2 — nl<n+ 1 pois é suficiente
testar paraos casos n=0,n=1en=2. Q

Prova por Reducéo ao Absurdo

A prova por redug¢do ao absurdo ou simplesmente prova por absurdo
baseia-se no seguinte resultado, o qual foi verificado no Exemplo 13:

p=>qge (par-q)—>F

Ou seja, para demonstrar que p — q a técnica consiste em supor a hipétese
p, supor a negagdo da tese —q e concluir uma contradicdo a qual, em geral, é
gA—q. Note-se que, a técnica de demonstracdo denominada por contra-
exemplo, é uma demonstracdo por absurdo. De fato, em uma demonstracio
por absurdo, a construgdo da contradi¢do qA —q é, em geral, a apresentacio
de um contra-exemplo.

EXEMPLO 16 Prova por Reducdo ao Absurdo.
Considere o seguinte teorema:

0 é o unico elemento neutro da adi¢do em N
ou seja, reescrevendo na forma de p — q:

se 0 é elemento neutro da adi¢do em N,
entao 0 ¢é o unico elemento neutro da adi¢Go em N

Uma prova por redugio ao absurdo é como segue:

a) Suponha que 0 é o elemento neutro da adigdo em N e que néo é o unico
elemento neutro da adi¢do em N. Seja e um elemento neutro da adigio em
N tal que e #0;

b) Entao:

* como 0 é elemento neutro, para qualquer ne N, tem-se quen=0+n. Em
particular, para n=¢, tem-se que e =0 +¢;

¢ como ¢ é elemento neutro, para qualquer ne N, tem-se quen=n+¢e. Em
particular, para n=0, tem-se que 0=0 +¢;

e portanto, comoe=0+e e 0=0 + ¢, pela transitividade da igualdade tem-
se que e =0, 0 que é uma contradigao, pois foi suposto que e # 0.

Logo, é absurdo supor que o elemento neutro da adicio em N n#o é tdnico. O
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Prova por Inducio

A prova por inducédo é de fundamental importancia neste trabalho, pois é
usada com freqiiéncia. A prova por inducgio é usada em proposigdes que
dependem dos numeros naturais.

Definicdo 1.19 Principio da Inducao Matematica.

Seja p(n) uma proposigio sobre N. O Principio da Indu¢do Matemdtica é como
segue:

a) p(0) é verdadeira,
b) Para qualquer ke N, p(k) = plk + 1) é verdadeira;
¢) Entdo, para qualquer ne N, p(n) é verdadeira.

Neste caso, p(0), p(k) e a proposicdo p(k) — p(k + 1) denominam-se base de
inducdo, hipétese de indug¢do e passo de inducdo, respectivamente. Q

Em uma demonstracio por inducdo, deve-se demonstrar a base de
inducdo p(0) e, fixado um k, supor verdadeira a hipétese de indugdo p(k) e
demonstrar o passo de indugdo.

Na realidade, o principio da indugio matemética pode ser aplicado a
gualquer proposicio que dependa de um conjunto para o qual exista uma
bijecdo com os naturais.

EXEMPLO 17 Prova por Indugdo.
Considere o seguinte teorema:

para qualquer ne N, tem-se que
1+2+..+n=(n2+n)2

Uma prova por indugido é como segue:
a) Base de Indugdo. Seja n=0. Entao:
(02+0/2=(0+0)/2=02=0

Portanto, 1+2+ ... +n=(n2 +n)2 é verdadeira para n=0. Note-se que, 1 +2 + ..
+n=04+1+2+ .+ n(pois 0 é o elemento neutro da adigdo) e, portanto, o
somatério até n=0 é perfeitamente definido;

b) Hipétese de Inducdo. Suponha que, para algumne N, tem-se que 1+2+ ... +
n=(n2+n)2

¢) Passo de Inducdo. Prova para1+2+..+n+(n+1)
142+ 4n+(n+1)=
(1+2+..+nj+(n+1)=
(n+nf2+(n+1)=
(2 +n)2 + (2n + 2)2 =
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(NP+n+2n+2)2=

(PP+2n+ ) +(n+1))2=

N+ 12+ (n+1)2

Portanto, 1+2+..+n+(n+1)=(n+ 12+ (n+ 1)

Logo, para qualquer ne N, tem-se que 1+2+...+n=(n? +n)/2 u]

Na realidade, o principio da inducdo matemadtica pode ser usado também
em defini¢des. Como exemplo, veja a Defini¢do 1.8. Uma defini¢do de uma
construcdo usando este principio é denominada definicdo indutiva ou

recursiva. Neste caso, afirma-se que a construgdo é indutivamente ou
recursivamente definida.

1.5 Alfabetos, Palavras, Linguagens e
Gramaticas

O Dicionédrio Aurélio define linguagem como "¢ uso da palavra articulada
ou escrita como meio de expressdo e comunicacio entre pessoas". Entretanto,
esta defini¢do nio é suficientemente precisa para permitir o desenvolvimento
matemadtico de uma teoria sobre linguagens. Assim, faremos a seguir
algumas defini¢des formais necessdrias aos estudos posteriores.

Definiciio 1.20 Alfabeto.

Um Alfabeto é um conjunto finito de Simbolos. Q

Portanto, um conjunto vazio também ¢é considerado um alfabeto. Um
simbolo (ou caractere) é uma entidade abstrata basica a qual ndo é definida
formalmente. Letras e digitos sdo exemplos de simbolos freqiientemente
usados.

Definicao 1.21 Palavra, Cadeia de Caracteres ou Sentenca.

Uma Palavra, Cadeia de Caracteres ou Senten¢a sobre um alfabeto é uma
seqiiéncia finita de simbolos (do alfabeto) justapostos. a

A palavra vazia, representada pelo simbolo g, é uma palavra sem simbolo.
Se ¥ representa um alfabeto, entdo X* denota o conjunto de todas as palavras
possiveis sobre Y. Analogamente, Y* representa o conjunto de todas as
palavras sobre % excetuando-se a palavra vazia, ou seja, L+t = 2 *-{¢}.

Definicido 1.22 Tamanho ou Comprimento.

O Tamanho ou Comprimento de uma palavra w, representado por lwl, é 0
ndmero de simbolos que compdem a palavra. a
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Definicdo 1.23 Prefixo, Sufixo, Subpalavra.

Um Prefixo (respectivamente, Sufixo) de uma palavra é qualquer seqiiéncia
de simbolos inicial (respectivamente, final) da palavra. Uma Subpalavra de
uma palavra é qualquer seqiiéncia de simbolos contigtia da palavra. a

EXEMPLO 18 Palavra, Prefixo, Sufixo.
a) abcb é uma palavra sobre o alfabeto {a, b, ¢}

b) Se Y ={a b}, entdo T*={a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,..} e X* = {¢, a, b, aa, ab, ba, bb,
aaa,...}

c) Iabcbl =de |£| =0

d) €, a, ab, abc, abcb sdo os prefixos da palavra abch e €, b, ¢b, beb, abch sdo os
respectivos sufixos;

e) Qualquer prefixo ou sufixo de uma palavra é uma subpalavra. a
Definiciio 1.24 Linguagem Formal.

Uma Linguagem Formal é um conjunto de palavras sobre um alfabeto. a
EXEMPLO 19 Linguagem.

Suponha o alfabeto X ={a, b}. Entao:

a) O conjunto vazio e o conjunto formado pela palavra vazia sdo linguagens
sobre Y, (obviamente { } #{e});

b) O conjunto de palindromos (palavras que tém a mesma leitura da
esquerda para a direita e vice-versa) sobre ¥ € um exemplo de linguagem
infinita. Assim, €, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, aaaa,... sdo palavras desta
linguagem. a

Definicao 1.25 Concatenacao.

A Concatenacdo é uma operagdo bindria, definida sobre uma linguagem, a
qual associa a cada par de palavras uma palavra formada pela justaposigéo
da primeira com a segunda. Uma concatenagéo é denotada pela justaposigéo
dos simbolos que representam as palavras componentes. A operacdo de
concatenacdo satisfaz as seguintes propriedades (suponha v, w, t palavras):

a) Associatividade.
v(wt) = (vw)t

-

b) Elemento Neutro & Esquerda e a Direita.
EW = W = WE a

Uma operacio de concatenagio definida sobre uma linguagem L néo é,
necessariamente, fechada sobre L, ou seja, a concatenagio de duas palavras
de L ndo é, necessariamente, uma palavra de L.
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EXEMPLO 20 Concatenacdo.

Considere a linguagem L de palindromos sobre {a, b}. A concatenagdo das
palavras aba e bbb resulta na palavra ababbb a qual néo é palindromo. Portanto
a operacio de concatenagio nio é fechada sobre L. a

3

Definicao 1.26 Concatenacao Sucessiva.

A Concatena¢do Sucessiva de uma palavra (com ela mesma), representada
na forma de um expoente w" onde w é uma palavra e n indica o nimero de
concatenagbes sucessivas, é definida indutivamente a partir da concatenagéo
bindria, como segue:
a) Caso 1.wze

wl=¢

wh =whlw parans>0
b) Caso 2. w=¢

wh=¢ paran>0

wh é indefinida para n=0 Q

Note-se que a concatenagio sucessiva é indefinida para €.
EXEMPLO 21 Concatenagdo Sucessiva.

Sejam w uma palavra e a um simbolo. Entao:

w3 = www

wl=w

a’ = aaaaa

a" = aaa...a (o simbolo a repetido n vezes) ]

Definiciao 1.27 Gramatica.

Uma Gramdtica é uma quddrupla ordenada G =(V, T, P, S) onde:

v conjunto finito de simbolos varidveis ou nao-terminais;

T conjunto finito de simbolos terminais disjunto de V,

P conjunto finito de pares, denominados regras de producdo tal que a
primeira componente é palavra de (VUT)* e a segunda componente
é palavra de (VUT)*;

S  elemento de V denominado varidvel inicial. a

Uma regra de produgdo (o, B) é representada por o« — . As regras de
produgédo definem as condigdes de geracido das palavras da linguagem. Uma
seqiiéncia de regras de produgio da forma o — B, @ = Bo, ..., & — P (mesma
componente no lado esquerdo) pode ser abreviada como uma tUnica produgéo
na forma:

o—PBr B2l tBa
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A aplicacdo de uma regra de produgéo é denominado derivagido de uma
palavra. A aplicagdo sucessiva de regras de produgio permite derivar as
palavras da linguagem representada pela gramaética.

Definicido 1.28 Derivacio.

Seja G = (V, T, P, S) uma gramdtica. Uma Derivagdo é um par da relagdo
denotada por = com dominio em (V U T)* e contra-dominio em (VU T)*. Um
par (o, B) é representado de forma infixada, como segue:

a=p
A relacgdo = é indutivamente definida como segue:

e para toda a producdo da forma S — P (a primeira componente ¢ o
simbolo inicial de G) tem-se que:

S=p
e para todo o par o = B, onde B = ByBvBw, se Pv — Bt é regra de P entdo:

B = BubBiBw a

Portanto, uma derivacio é a substituicio de uma subpalavra de acordo
com uma regra de producdo. Quando for desejado explicitar a regra de
producdo p € P que define a derivagdo o = P, a seguinte notag¢do é usada:

a=Pf
Sucessivos passos de derivacgdo sdo definidos como segue:
=* fecho transitivo e reflexivo da relacdo =, ou seja, zero ou mais

passos de derivagdes sucessivos;

=+ fecho transitivo da relacdo =>, ou seja, um ou mais passos de
derivagbes sucessivos;

=i exatos | passos de derivagdes sucessivos, onde i é um numero
natural. '

Gramaitica é considerado um formalismo de geracio, pois permite derivar
b
("gerar") todas as palavras da linguagem que representa.

Definicao 1.29 Linguagem Gerada.
Seja G=(V,T, P, S) uma gramdtica. A Linguagem Gerada pela gramatica G,

denotada por L(G) ou GERA(G), é composta por todas as palavras de simbolos
terminais derivdveis a partir do simbolo inicial S, ou seja:

LG)={we T*| S =+w) a
EXEMPLO 22 Gramdtica, Derivagdo, Linguagem Gerada.

A gramaitica G = (V, T, P, S) onde:
V={S, D}
T={0,1,2,..9}
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P={S—D,S—DS,D—0]1]..]9)

gera, sintaticamente, o conjunto dos ndmeros naturais. Note-se que se
distingue os zeros a esquerda. Por exemplo, distingue 123 de 0123 (sugere-se
como exercicio o desenvolvimento de uma gramética que néao distinga zeros a
esquerda). Como ilustragdo, uma derivacdo do nimero 243 é como segue
(existe mais alguma derivagdo do numero 243?):

S = DS = 25 = 2DS = 248 = 24D = 243

Logo, pode-se indicar que:
S=%243
S =+ 243
S =6243 Q
EXEMPLO 23 Gramdtica, Deriva¢do, Linguagem Gerada.
A gramadtica:
G=({S, X Y, ABF}{ab},P,S), onde:
P={S— XY,
X - XaA | XoB | F
Aa — aA, Ab — bA, AY — Ya,

Ba — aB, Bb — bB, BY — Yb,
Fa — aF, Fb — bF, FY > ¢}

gera a linguagem:
{ww | we palavra de{a, b}*}

Como ilustracdo, uma derivagdo da palavra baba é como segue (existe mais
alguma derivagdo da palavra baba?):

S = XY = XaAY = XaYa = XbBaYa = XbaBYa = XbaYba =
FbaYba = bFaYba = baFYba = baba

A gramatica apresentada gera o primeiroc w apés X e o segundo w apés Y,
como segue:

e a cada simbolo terminal gerado apés X, é gerada uma varidvel
correspondente;

e esta varidvel "caminha" na palavra até passar por Y, quando deriva o
correspondente terminal;

e para encerrar, X deriva a varidvel F a qual "caminha" até encontrar Y
quando FY deriva a palavra vazia. Lembre-se € é o elemento neutro da
concatenacéo e, portanto, baeba = baba. a

Definicao 1.30 Gramaticas Equivalentes.
Duas gramaticas Gy e Gp sdo ditas Gramdticas Equivalentes se, e somente se,

GERA(G1) = GERA(Gy). a

No texto que segue, freqilentemente sido usadas as seguintes convencoes:
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A B,C,...,S, T para simbolos varidveis;

a,b,c,...,s,t para simbolos terminais;

U,V, W, X, y,2 para palavras de simbolos terminais;

o, B,... para palavras de simbolos varidveis ou terminais.
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1.6 Exercicios

1.1 Qual a relacio entre Linguagens Formais e as anidlises léxica,
sintdtica e seméntica?

1.2 ParaA={1},B={1,2}eC={{1}, 1}, discuta a validade das seguintes
proposi¢oes:

a) AcB,AcBAec B A=8B

b) AcC,AcCAecCA=C

c) 1le AleC{1}eA{1}eC

1.3 ParaA={1,2}eB={{1},{2) 1,2} determine o conjunto resultante em
cada um dos seguintes itens:

a) AUBANnB

b) BUG, BN

¢c) BUNBANN,BUNUR,BUN)nR

1.4 Prove as seguintes propriedades (suponha que A e B sdo conjuntos):
Sugestdo: verifique as propriedades apresentadas no Exercicio 1.14.

a) Idempoténcia.
AUuA=A
AnA=A

b) Comutatividade.
AuB=BUA
AnB=BnA

¢©) Associatividade.
AuBuC=(AuBuUC
AnBnCl=(AnBnC

d) Distributividade.
An(BuC=AnBuU@AnNC)
AUBNC=(AuB NAuUC)

e} Duplo Complemento.
(A) = A

f) Morgan.
AuBf=ANnB
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AnB=AULB
g) Universo e Vazio.
AUA=T
AnA=0
1.5 Referente as operacdes sobre conjuntos, discuta a validade das
seguintes proposi¢des (suponha que A é um conjunto):
a) A operacdo diferenca é associativa e comutativa;
b) A operagio produto cartesiano é associativa e comutativa;
¢) O conjunto das partes do conjunto das partes de A é o conjunto das partes
de A.
1.6 Exemplifique cada um dos casos abaixo:
a) Relacdo que nio é simétrica nem antissimétrica;

b) Relacido que é simultaneamente simétrica e antissimétrica.

1.7 Determine o fecho transitivo e o fecho transitivo e reflexivo da relagio
R={(1,1), (1,2, @21}

1.8 Suponha que sdo conhecidos todos os trechos parciais que podem ser

percorridos por um carteiro (exemplo: da casa A para a casa B). Usando a

nogio de grafo como uma relagdo e o conceito de fecho, como podemos

representar todos os caminhos possiveis que o carteiro pode fazer?

1.9 Para cada item abaixo, justifique a sua resposta:

a) Toda fungdo é uma fungao parcial e vice-versa? Toda fungéo parcial é uma
relacédo e vice-versa?

b) Toda relagdo de ordem é uma relagdo de equivaléncia e vice-versa?
1.10 O conjunto vazio é uma relagio, funcdo parcial ou fungio?

1.11 Seja f: A— B uma fun¢fio. Uma funcéo g: B — A é dita:

e inversa & esquerda de fseg f=idp;
e inversa & direita de fsef  g=idp.

Prove que:
a) Sef é injetora, entdo f tem inversa a esquerda;

b) Sef é sobrejetora, entiio f tem inversa a direita.

1.12 Prove que Q é contédvel.
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1.13 Prove que = e < sdo relagdes de ordem e de equivaléncia,
respectivamente. A relagdo = é de ordem parcial? E de ordem total?

1.14 Prove as seguintes equivaléncias:

a) Idempoténcia.
pAape=p
pvpep

b) Comutatividade.
PAQeqgap
pvgeqvyp

¢) Associatividade.
pArl@ane pagar
pvi@vne pvavr

d) Distributividade.
palavnepagviparn
pvlaanepvaapv

e) Dupla negagdo.
——p &P

f) Morgan.
—-(pAQ)e —pVv g
—.(pvq)¢:>—|p/\ﬁq

1.15 Prove que qualquer operador légico bindrio pode ser expresso usando
somente os operadores — e A.
1.16 Suponha que A(n) denota 1 +2+ ... + n ={(2n + 1)2/8. Entéo:

a) Prove que se A(k) é verdadeiro para um k € N, entdo Ak + 1) também é
verdadeiro;

b) Discuta a afirmacéo: "portanto, por indugdo, tem-se que A(n) é verdadeiro
para qualquer ne N*;

¢) De fato, A(n) é verdadeiro para qualquer ne N? Prove a sua resposta.

1.17 Prove por indugdo que, para qualquer ne N, tem-se que:
148+..+n8=(1+2+.. +n)2
Sugestdo: para verificar a base de indu¢fio (n = 0), lembre-se que zero é o
elemento neutro da adigio.
1.18 Por que a "prova por indugdc" que segue nio é correta?

a) Proposi¢do. Dado um conjunte de n torcedores de futebol, se pelo menos um
torcedor é Gremista, entdo todos os demais torcedores também sio
Gremistas;
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b) "Prova". A proposi¢io é trivialmente verdadeira para n = 1. O passo de
inducdo pode ser facilmente entendido pelo seguinte exemplo:

e suponha que a proposi¢io é verdadeira para n=3;

. sejam Tq, T2, T3 e T4, quatro torcedores dos quais pelo menos um é
Gremista (suponha que é T1);

. supondo o conjunto {Ty, Tz, T3} e a hipétese de que é verdadeiro para
n=3, entdo Ty e T3 sAo Gremistas;

. analogamente para {T{, To, T4}, tem-se que T2 e T4 sdo Gremistas;

e  portanto, os quatro torcedores sdo Gremistas!

. a generalizacdo da construcdo acima para k e k+l, é a prova
desejada.

1.19 Desenvolva uma gramaética que gere a linguagem correspondente aos
identificadores da linguagem Pascal (palavras formadas por uma ou mais
letras ou digitos, as quais sempre iniciam por uma letra). Analogamente
para os identificadores em Pascal com tamanho méximo de seis caracteres.

1.20 Desenvolva uma gramdética que gere expressdes aritméticas com
parénteses balanceados, dois operadores (representados por * e +) e um
operando (representado por X). Por exemplo, x, xx(x+x) e ({{((x)}))) s&o
expressdes aritméticas validas.

1.21 Desenvolva uma gramadtica que gere a linguagem {a"b"c? Inzo)




para Autémates | PARA AUTOMATOS

Troco, Vendg  |1roco, vendo e alugo
e Alugo '

2 Linguagens Regulares

O estudo das Linguagens Regulares ou Tipo 3, conforme sera visto ao
longo deste capitulo, pode ser abordado através de formalismos:

* operacional ou reconhecedor: Autémato Finito, o qual pode ser
Deterministico, Nao-Deterministico ou com Movimentos Vazios;

e axiomdtico ou gerador: Gramdtica Regular;

e denotacional: Expressdo Regular.

Como introduzido no Capitulo 1 - Introdugdo e Conceitos Bdsicos, o
formalismo Expressdo Regular também pode ser considerado como um
formalismo gerador.
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De acordo com a Hierarquia de Chomsky, trata-se da classe de linguagens
mais simples, sendo possivel desenvolver algoritmos de reconhecimento ou de
geracdo de pouca complexidade, grande eficiéncia e de facil implementagéo.

Por simplicidade, no texto que segue, "se, e somente se," é abreviado por

" "

sse .

2.1 Sistema de Estados Finitos

Um Sistema de Estados Finitos é um modelo matemaético de sistema com
entradas e saidas discretas. Pode assumir um ndmero finito e pré-definido de
estados. Cada estado resume somente as informagoes do passado necessirias
para determinar as agbes para a préxima entrada.

Um forte motivacional para o estudo de Sistemas de Estados Finitos é o fato
de poderem ser associados a diversos tipos de sistemas naturais e
construidos.

Um exemplo cldssico e de simples entendimento é um elevador. Trata-se
de um sistema que ndo memoriza as requisig¢des anteriores. Cada "estado"
sumariza as informacdes "andar corrente" e "dire¢io de movimento”. As
entradas para o sistema sfo requisi¢des pendentes.

Analisadores Léxicos e Processadores de Texto (ou algumas ferramentas
de Processadores de Texto) também sio exemplos de sistemas de estados
finitos, onde cada estado, basicamente, memoriza a estrutura do prefixo da
palavra em andlise.

Entretanto, nem todos os Sistemas de Estados Finitos séo adequados para
serem estudados por esta abordagem. Um contra-exemplo é o cérebro
humano. Existem evidéncias de que um neurdnio pode ser representado por
um nidmero finito de bits. O cérebro é composto por cerca de 235 células.
Portanto, a principio, é possivel representd-lo por um ndmero finito de
estados. Entretanto, o elevado numero de combinagoes de células (e,

conseqiientemente, de estados) determina uma abordagem pouco eficiente.

Outro contra-exemplo é o computador. Os estados determinados pelos
processadores e memoérias podem ser representados como um sistema de
estados finitos. Entretanto, o estudo adequado da nogdo de computabilidade
exige uma memoéria sem limite predefinido. Adiante, é apresentado um outro
formalismo de autémato, a Mdquina de Turing, mais adequado ao estudo da
computabilidade. Note-se que, o estudo da computabilidade e
solucionabilidade de problemas nio é um dos objetivos desta publicagao.
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Figura 2.1 Aut6mato finito como uma mdquina com controle finito

2.2 Automato Finito

Um Autémato Finito Deterministico ou simplesmente Autémato Finito
pode ser visto como uma maquina composta, basicamente, de trés partes:

a) Fita. Dispositivo de entrada que contém a informacéo a ser processada;

b} Unidade de Controle. Reflete o estado corrente da mdquina. Possui uma
unidade de leitura (cabega da fita) a qual acessa uma célula da fita de cada
vez e movimenta-se exclusivamente para a direita;

¢) Programa ou Fung¢do de Transicdo. Fungdo que comanda as leituras e
define o estado da mdquina.

A fita é finita (& esquerda e a direita), sendo dividida em células, onde cada
uma armazena um simbolo. Os simbolos pertencem a um alfabeto de
entrada. Néo é possivel gravar sobre a fita (e ndo existe meméria auxiliar).
Inicialmente, a palavra a ser processada (ou seja, a informacdo de entrada
para a maquina) ocupa toda a fita.

A unidade de controle possui um ntmero finito e predefinido de estados. A
unidade de leitura 1& o simbolo de uma célula de cada vez. Apés a leitura, a
cabeca da fita move-se uma célula para a direita. Inicialmente, a cabeca estd
posicionada na célula mais a esquerda da fita, como ilustrado na Figura 2.1.

O programa é uma funcéo parcial que, dependendo do estado corrente e do
simbolo lido, determina o novo estado do autémato. Deve-se reparar que o
Autémato Finito nfio possui meméria de trabalho. Portanto, para armazenar
as informagdes passadas necessdrias ao processamento, deve-se usar o
conceito de estado.

Definicio 2.1 Autémato Finito Deterministico.

Um Autdémato Finito Deterministico (AFD) ou simplesmente Autémato Finito
(AF)M é uma 5-upla:

M=(2,Q380q,F) .
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o7

estado anterior

simbolo lido

novo estado

Figura 2.2 Representacio da fun¢io programa como um grafo

©

Figura 2.3 Representagdo de um estado inicial (esq.) e final (dir.) como nodos de grafos

onde:

3. alfabeto de simbolos de entrada;
Q  conjunto de estados possiveis do autémato o qual é finito;
d  fungdo programa ou fung¢do de transicdo:

& QAxY - Q
a qual é uma funcdo parcial;
Go estado inicial tal que qg é elemento de Q;
F conjunto de estados finais tal que F est4 contido em Q. a

A funcgdo programa pode ser representada como um grafo finito direto,
como ilustrado na Figura 2.2. Neste caso, os estados iniciais e finais séo
representados como ilustrado na Figura 2.3.

O processamento de um Autdémato Finito M, para uma palavra de entrada
W, consiste na sucessiva aplica¢do da fungho programa para cada simbolo de
w (da esquerda para a direita) até ocorrer uma condi¢io de parada.

EXEMPLO 1 Autémato Finito.
Considere a linguagem:

_ Ly={w | w possui aa ou bb como subpalavra}
O Autdémato Finito:

Mi=({a, b}, {q0, 91, a2, G}, 81, g0, {at})

onde &1 é como abaixo, representada na forma de uma tabela, reconhece a
linguagem L;.
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Figura 2.4 Grafo do Autémato Finito Deterministico

81 a b

o a1 Q2
Q1 qf G2
g2 a1 at
qs qt qt

O autémato pode ser representado pelo grafo ilustrado na Figura 2.4. O
algoritmo apresentado usa os estados Gy e g para "memorizar" o simbolo
anterior. Assim, ¢ representa "simbolo anterior é 2" e qp representa "simbolo
anterior é b". Apéds identificar dois a ou dois b consecutivos, o autémato
assume o estado g; (final) e varre o sufixo da palavra de entrada, sem
qualquer controle légico, somente para terminar o processamento. A Figura
2.5 ilustra o processamento do Autémato Finito My para a entrada w = abba, a
qual € aceita. Q

Note-se que um Autémato Finito sempre pdra ao processar qualquer
entrada pois, como qualquer palavra é finita e como um novo simbolo da
entrada é lido a cada aplicacio da funcdo programa, ndo existe a
possibilidade de ciclo (loop) infinito. A parada de um processamento pode ser
de duas maneiras: aceitando ou rejeitando uma entrada w. As condigbes de
parada sdo as seguintes:

a) Ap6s processar o dltimo simbolo da fita, o Autémato Finito assume um
estado final: 0 autdomato para e a entrada w é aceita;

b) Apés processar o dltimo simbolo da fita, o Autémato Finito assume um
estado ndo-final: o autdbmato para e a entrada w é rejeitada;

¢) A funcdo programa é indefinida para o argumento (estado corrente e
simbolo lido): a maquina péra e a palavra de entrada w é rejeitada.
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Figura 2.5 Seqiiéncia de processamento

Para definir formalmente o comportamento de um Autémato Finito (ou
seja, dar semantica a sintaxe de um Autémato Finito), é necessario estender
a defini¢do da fun¢éo programa usando como argumento um estado e uma
palavra.

Definicao 2.2 Funcio Programa Estendida.

Seja M = (X, Q, 3, qp, F) um Autdmato Finito Deterministico. A Funcdo
Programa Estendida denotada por:

3 Ax¥* - Q
¢é a funcédo programa 8: Qx3Y — Q estendida para palavras e é indutivamente
definida como segue:
(g, €)=q
(g, aw) = 3(3(q, a), w) d
EXEMPLO 2 Fungdo Programa Estendida.
Considere o Autémato Finito My = ({2, b}, {qo, 91, 92 ¢}, 81, 9o, {9t }) definido no

Exemplo 1. Entéo, a fun¢io programa estendida aplicada & palavra abaa a
partir do estado inicial gy é como segue:

8(qo, abaa) = fungido estendida sobre abaa
8(3(qo, a), baa) = processa abaa
6(q1, baa) = funcao estendida sobre baa
8(5(q1, b), aa) = processa baa
8(qp, aa) = funcéo estendida sobre aa
6(8(qz, a), a) = processa aa
8(q1,a) = funcédo estendida sobre a
8(8(qa1, a), £} = processa abaa
" &(ar, €) = o " fungéo estendida sobre ¢: fim da indugéo

e, portanto, a palavra é aceita. Q




2 - Linguagens Regulares 37

Por simplicidade, no texto que segue, uma funcéo programa & e a sua
correspondente extensdo § sdo ambas denotadas simplesmente por 8. Esta
simplificacdo de notagdo sera adotada em todas as definicées de extensdes
subseqiientes.

A linguagem aceita por um Autdmato Finito M = (I, Q, §, qq, F), denotada
por ACEITA(M) ou L(M), € o conjunto de todas as palavras pertencentes a Y *
aceitas por M, ou seja:

ACEITAM) = {w | 8(qo, w) € F}

Analogamente, REJEITA(M) é o conjunto de todas as palavras pertencentes a
2* rejeitadas por M. As seguintes afirmacées sio verdadeiras:

e ACEITA(M) n REJEITAM) = &

¢ ACEITA(M) U REJEITAM) = 3*

¢ o complemento de ACEITA(M) é REJEITA(M)
¢ o complemento de REJEITA(M) é ACEITA(M)

Definicido 2.3 Automatos Finitos Equivalentes.

Dois Autématos Finitos M1 e My séo ditos Autématos Finitos Equivalentes se,
e somente se:

ACEITA(M1) = ACEITA(M2) a
Defini¢cio 2.4 Linguagem Regular ou Tipo 3.

Uma linguagem aceita por um Autémato Finito Deterministico é uma
Linguagem Regular ou Tipo 3. u]

EXEMPLO 3 Autémato Finito.
Considere as linguagens:

' Lz=() e Lz=3*
Os Autdématos Finitos:

M2 =({a, b}, {d0}, 82, d0.{}) e Ma=({a b}, {qo} 83 do.,{q0})

onde 37 e 83 sdo como abaixo, representadas na forma de uma tabela, sio tais
que ACEITA(Mz) = Lo e ACEITA(M3) = L3:

&2 a b 83 a b

do l q0 9do0 o f G0 do

Relativamente aos autdmatos Mz e Ms3, sugere-se, como exercicio, o
esclarecimento das seguintes questoes:
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it o

Figura 2.6 Grafos dos Autématos Finitos

Figura 2.7 Grafo do Autémato Finito Deterministico

a) Existe alguma diferenca entre as fungoes 87 e 837

b) O que, exatamente, diferencia My de Ma? a

EXEMPLO 4 Autémato Finito.
Considere a linguagem:

La={w | w possui um numero par de aeb}
O Autémato Finito:

Ms = ({a, b}, {q0. g1, 92, 43}, 34, do. {do})
ilustrado na Figura 2.7, é tal que ACEITA(M4) = La. Q
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2.3 Automato Finito Nao-Deterministico

O nio-determinismo é uma importante generalizagio dos modelos de
maquinas, sendo de fundamental importdncia no estudo da teoria da
computacio e da teoria das linguagens formais. Nem sempre a facilidade de
nio-determinismo aumenta o poder de reconhecimento de linguagens de
uma classe de autdomatos. Por exemplo, conforme serd mostrado adiante,
qualquer Autdmato Finito Ndo-Deterministico pode ser simulado por um
Autémato Finito Deterministico.

A facilidade de ndo-determinismo para autdématos finitos é interpretada
como segue: a fun¢do programa, ao processar uma entrada composta pelo
estado corrente e simbolo lido, tem como resultado um conjunto de novos
estados. Visto como uma méquina composta por fita, unidade de controle e
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estado anterior

simbolo lido

conjuntode
novos estados

Figura 2.8 Representac¢io da funcdo programa nio-deterministica como um grafo

programa, pode-se afirmar que um Autdémato N&do-Deterministico assume
um conjunto de estados alternativos, como se houvesse uma multiplicagio da
unidade de controle, uma para cada alternativa, processando
independentemente, sem compartilhar recursos com as demais. Assim, o
processamento de um caminho néo influi no estado, simbolo lido e posi¢do da
cabec¢a dos demais caminhos alternativos.

Definicdo 2.5 Autémato Finito Nao-Deterministico.
Um Autémato Finito Ndo-Deterministico (AFN) M é uma 5-upla:
M=(X,Q 38, qoF)

onde:
> alfabeto de simbolos de entrada; '
Q  conjunto de estados possiveis do autdmato o qual é finito;
&  fungdo programa ou fungdo de transi¢do:

5 QxY — 20
a qual é uma fungéo parcial,
qo estado inicial tal que qp é elemento de Q;
F conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q. a

Portanto, excetuando-se pela func¢do programa, as componentes X, Q, gp e
F sdo como na defini¢do do AFD. A fung¢do programa pode ser representada
como um grafo finito direto, como ilustrado na Figura 2.8, supondo que:

8(a, a) = {p1, p2, -, Pn}

O processamento de um Autémato Finito Nao-Deterministico M para um
conjunto de estados, ao ler um simbolo, é a unido dos resultados da funcdo
programa aplicada a cada estado alternativo. Para definir formalmente o
comportamento de um Autémato Finito N&o-Deterministico, é necessario
estender a defini¢do da fungio programa usando como argumento um

conjunto finito de estados e uma palavra. :
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Definicao 2.6 Funcao Programa Estendida,

Seja M = (X, Q, &, qo, F) um Autémato Finito Ndo-Deterministico. A Fung¢do
Programa Estendida de M denotada por:

§:20xT* 5 2Q

é a fungio programa 8 Qx Y — 20 estendida para palavras e é indutivamente
definida como segue:

3P, g)=P
3(P, aw) = 8(\Jgep 3(q, a), W) a

Assim, tem-se que, para um dado conjunto de estados {qy, g2,., 4} e para
um dado simbolo a:

({a1, g2,.... Gn}, @) = 8{(g1, @) L d(q2, a) LU ... U 8(an, a)

A linguagem aceita por um Autémato Finito Ndo-Deterministico M = (%, Q,
8, qo, F), denotada por ACEITA(M) ou L(M), é o conjunto de todas as palavras
pertencentes a >* tais que existe pelo menos um caminho alternativo que
aceita a palavra, ou seja:

ACEITAM) = {w | existe q < 8(qp, w) tal que ge F}

Analogamente, REJEITA(M) é o conjunto de todas as palavras pertencentes a >*
rejeitadas por todos os caminhos alternativos de M (a partir de qp).

EXEMPLO 5 Autémato Finito Ndo-Deterministico.
Considere a linguagem:

Ls={w | w possui aa ou bb como subpalavra}
O Autdémato Finito Nao-Deterministico:

Ms=({a, b}, {90, 91, a2, qt}, 35, 9o, { at})

onde 85 é como abaixo, representada na forma de tabela (compare com o
Autémato Finito Deterministico do Exemplo 1), é tal que ACEITA(Ms) = Ls:

85 a b

o] {01} {9092}

s {ar)
o) - {ar)
q {at} {ar}

O autémato pode ser representado pelo grafo ilustrado na Figura 2.9. O
algoritmo apresentado realiza uma varredura sobre a palavra de entrada. A
cada ocorréncia de a (ou b) uma alternativa é iniciada, para verificar se o
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Figura 2.10 Grafo do Autémato Finito Ndo-Deterministico

simbolo seguinte também é a (ou b). Assim, existem trés caminhos
alternativos de processamento:

e o ciclo em qp realiza uma varredura em toda a entrada;
e o0 caminho qg/qi/q; garante a ocorréncia de aa
¢ o caminho qp/qp/qr garante a ocorréncia de bb Q

EXEMPLO 6 Autémato Finito Ndo-Deterministico.
Considere a linguagem:
Lg={w | w possui aaa como sufixo}
O Autémato Finito Néo-Deterministico:
Me = ({a, b}, {do, a1, g2, ar}, S6, d0, {at})
ilustrado na Figura 2.10, é tal que ACEITA(Mg) = Ls. Q
+
Embora a facilidade de n#o-determinismo seja, aparentemente, um
significativo acréscimo ao Autémato Finito, na realidade nfdo aumenta seu
poder computacional. Assim, para cada AFN, é possivel construir um AFD

equivalente que realiza o mesmo processamento. O contririo também é
verdadeiro.
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Tearema 2.7 Equivaléncia entre AFD e AFN.

A Classe dos Autdmatos Finitos Deterministicos é equivalente 4 Classe dos
Autdmatos Finitos N&o-Deterministicos.

Prova: A prova consiste em mostrar que, a partir de um AFN M qualquer, é
possivel construir um AFD M' que realiza o mesmo processamento (ou seja, M
simula M). A demonstragéo apresenta um algoritmo para converter um AFN
qualquer em um AFD equivalente. A idéia central do algoritmo é a
construcéo de estados de M' que simulem as diversas combinacgées de estados
alternativos de M. O contrario (construir um nio-deterministico a partir de
um deterministico) ndo necessita ser mostrado, pois decorre trivialmente das
defini¢des (por qué?).

Seja M= (%, Q, 3, qo, F) um AFN qualquer. Seja M' = (2, Q, 8 {q), F) um AFD
construido a partir de M como segue:

Q" conjunto de todas as combinagbes, sem repeticoes, de estados de Q
as quais sdo denotadas por (qiq..qn), onde g pertence a Q, para i em
{1,2, ..,n). Note-se que a ordem dos elementos nio distingue mais
combinagbes. Por exemplo, {qudy) = (qvqu);

8" tal que 8'(g1..0n), ) = (p1..pm) se, e somente se, 8({a1, - an} @) = {p1, .
Pm}. Ou seja, um estado de M' representa uma imagem dos estados
de todos os caminhos alternativos de M;

(90 estado inicial;

F'  conjunto de todos os estados (qi%..qy) pertencentes a Q tal que
alguma componente g; pertence a F, paraiem {1,2, .., n}.

A demonstragao de que o AFD M simula o processamento do AFN M é por
indugdo no tamanho da palavra. Deve-se mostrar que (suponha w uma
palavra qualquer de Y*):

((do) W) =(qr..qu) sse  &({do}, W) ={gt, ..., qu}
a) Base de inducdo. Seja w tal que | w | =0. Entéo:
8'((do), €} =(a0) sse  &({go} €) ={qo}
o que ¢ verdadeiro, por defini¢do de fungdo programa estendida;
b) Hipétese de inducdo. Seja w tal que [wl=nen>1. Suponha verdadeiro que:
8(qoh W) =(q1.qu)  sse  8({qo}, w)={, ... qu}
¢) Passo de Indugdo. Sejaw tal que |wa| =n+ten>1.
8((do) wa) = (p1..pv)  sse  &({qo}, wa) = {pt, .., pv}
0 que equivale, por hipétese de inducio:
8(@r--quh @) =(p1..py)  sse  8({Qs, .., qu} @) ={p1, ... v}
o que é verdadeiro, por defini¢io de &'

Logo, M' simula M para qualquer entrada w pertencente a I*. Q
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Figura 2.11 Grafo do AFD construido a partir de um AFN

EXEMPLO 7 Construgdo de um AFD a partir de um AFN.

Considere o AFN Mg = ({a, b}, {90, 91, 92, Gi}, 86, 90, {qt}) do Exemplo 6. O
correspondente AFD Mg' = ({a, b}, Q, 8¢, (9o}, F) construido conforme o
algoritmo apresentado na demonstragio do Teorema 2.7 é como segue:

Q= {{do). (a1}, (G2, <a (o1, (dog2), -, {dod1924p) }

F'="{<an, (g0t} {a10t), -.., (God192ap) }

d¢' é tal que (na tabela que segue sdo explicitados somente os estados
para os quais a fun¢do programa é definida):

3¢’ a b
(a0 {qoa1) Qo)
{qoa1) {qoq192 (a0

{d09192) (90919201 {q0)
{Qoa19281) {90919201) {qo)

O grafo que representa Mg' ¢é ilustrado na Figura 2.11 onde os estados pg, pi, p2
e pr denotam {qo), {q091), {909192) e {(doq1920s), respectivamente. a

2.4 Automato Finito com Movimentos Vazios

Movimentos vazios constituem uma generalizacio dos modelos de
mdéquinas nio-deterministica. Um movimento vazio é uma transi¢do sem
leitura de simbolo algum da fita. Pode ser interpretado como um ndo-
determinismo interno ao autébmato o qual é encapsulado, ou seja, excetuando-
se por uma eventual mudanca de estados, nada mais pode ser observado
sobre um movimento vazio. Uma das vantagens dos Autématos Finitos com
Movimentos Vazios no estudo das linguagens formais é o fato de facilitar
algumas construgdes e demonstragdes relacionadas com os autématos.
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Figura 2.12 Representagdo como um grafo da funcao programa com movimentos vazios

No caso dos Autématos Finitos, a facilidade de movimentos vazios nio
aumenta o poder de reconhecimento de linguagens. Conforme serd mostrado
adiante, qualquer Autémato Finito com Movimentos Vazios pode ser
simulado por um Autémato Finito Néo-Deterministico.

Definicéio 2.8 Autémato Finito com Movimentos Vazios.

Um Autémato Finito Nao-Deterministico e com Movimentos Vazios (AFNg)
ou simplesmente Autémato Finito com Movimentos Vazios (AFe) M é uma 5-
upla:

M=(Z, Q8 qo F)
onde:
2 alfabeto de simbolos de entrada;
Q  conjunto de estados possiveis do autémato o qual é finito;
8  fungdo programa ou fun¢do de transicdo:

S QAx(Tu{e)) - 20
a qual é uma funcéo parcial;
Go estado inicial tal que g é elemento de Q;
F  conjunto de estados finais tal que F esta contido em Q. Q

Portanto, excetuando-se pela fung¢dio programa, as componentes Y, Q, F e
o sdo como na defini¢do de AFN. Um movimento vazio (ou transicdo vazia) é
representado pela aplicagdo da fung¢do programa, em um dado estado q ao
simbolo especial €, ou seja, 8(q, €). A funcio programa com movimentos
vazios pode ser interpretada como um grafo finito direto, como ilustrado na
Figura 2.12, supondo que:

89, €)= {po}, 8(q, a1) ={p1}, ..., 8(a, an) = {pn}

O processamento de um AFe é andlogo ao de um AFN. Adicionalmente, o
processamento de uma transi¢do para uma entrada vazia também é nso-
deterministica. Assim, um AFe ao processar uma entrada vazia assume
simultaneamente os estados destino e origem. Ou seja, a origem de um
movimento vazio sempre é um caminho alternativo.




46 Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes

Omn®
.

Figura 2.13 Grafo do Autémato Finito com Movimentos Vazios

EXEMPLO 8 Autémato Finito com Movimentos Vazios.
Considere a linguagem:

L7={w | qualquer simbolo a antecede qualquer simbolo b}
O Autdémato Finito com Movimentos Vazios:

M7 = ({a, b}, {qo. a1}, 87, do. {at})

ilustrado na Figura 2.13, onde 87 é como abaixo, representada na forma de
tabela, é tal que ACEITA(M7) = Ly:

67 { a b €
do s {qo} - {ar}
as - {ai}

Q

No que segue, é introduzida a fungdo fecho vazio de um AFe a qual resulta
no conjunto de todos os estados atingiveis por zero ou mais movimentos vazios
a partir de um determinado estado (ou conjunto de estados). A seguir, é
apresentada a fun¢io programa estendida onde um argumento é composto
por um conjunto finito de estados e uma palavra. A fun¢do programa
estendida define formalmente o comportamento de um AFe.

Defini¢iio 2.9 Funcio Fecho Vazio, Fecho Vazio Estendida.
Seja M= (X, Q, 8, qo, F) um Autémato Finito com Movimentos Vazios.
a) A Fungdo Fecho Vazio denotada por:

FECHO-e: Q — 20

é indutivamente definida como segue:
FECHO-¢(g) = {q}, se 8(q, €) é indefinido;
FECHO-g(q) = {q} w 8(0, &) U (e 5(q,c) FECHO-€(p)), caso contrario.

b) A Funcdo Fecho Vazio Estendida denotada por:
FECHQ-£:2Q — 20

é a funcdo fecho vazio estendida para conjunto de estados e é tal que:
FECHO-¢(P) = U e p FECHO-€(q) a
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Portanto, a fungéo fecho vazio é o fecho reflexivo e transitivo da funcao
programa restrita a palavra vazia.

EXEMPLO 9 Func¢do Fecho Vazio, Fecho Vazio Estendida.

Considere o Autdmato Finito com Movimentos Vazios M7 do Exemplo 8. Entéao:

FECHO-g(qo) = { o0, qt}
FECHO-g(qy) = { ar}

FECHO-¢({ qo, at}) = { qo, a1} Q
Definicao 2.10 Funcio Programa Estendida.
Seja M=(Z, Q, 8, o, F) um Autdémato Finito com Movimentos Vazios. A F uncdo
Programa Estendida de M denotada por:
8:2Qxy* 20

¢ a fun¢do programa 8: Qx (X U {e}) » 2 estendida para um conjunto finito
de estados e para uma palavra e é indutivamente definida como segue:

3(P, €) = FECHO-¢(P)

8(P, wa) = FECHO-g(R) onde R={r|re 8(s a)ese (P, w)} a

A linguagem aceita por um Autémato Finito com Movimentos Vazios M =
(X, Q 8, qo, F), denotada por ACEITA{M) ou L(M), é o conjunto de todas as
palavras pertencentes a Y* tais que existe pelo menos um caminho
alternativo que aceita a palavra, ou seja:

ACEITAM) = {w | existe q e 8(qo, W) tal queqe F}
Analogamente, REJEITA(M) € o conjunto de todas as palavras pertencentes a 3*
rejeitadas por todos os caminhos alternativos de M (a partir de qp).
EXEMPLO 10 Fungdo Programa Estendida.
Considere a linguagem:
Lg={w|w possui como sufixo a ou bb ou ccc}

O Autémato Finito com Movimentos Vazios:

Mg =({a, b, c}, {qo, 91, G2, 03, 94, G5, 96, ar }, B8, qo, { Gt })

ilustrado na Figura 2.14, é tal que ACEITA(Mg) = Lg. Relativamente ao fecho
vazio, tem-se que, por exemplo, FECHO-e({qo}) ={qo, g1, 92, a4 }. Exemplificando a
fungéo estendida, tem-se que:

8({qo}, abb) = FECHO-€({r | re §(s,b) e se 8({qo), ab)}}, onde:

d({qo}, ab) = FECHO-g({r |re S(s,b) e se 8({qo}, a)}), onde:

8({do}, a) = FECHO-e({r | re 8(s, a) e se 8({ao}. &) })

Como 8({qo}, ) } = FECHO-e({qo}) = { q0. q1, g2, 04} tem-se que:

o({ o}, a) ={q0, a1, 92, 94, af}
8({ g0}, ab) = {qo, 91, 9, 93, 94}
S({go}, abb) = {qo, a1, G2, 93, G4, Gt} Q



48 Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes

Figura 2.14 Grafo do Autémato Finito com Movimentos Vazios

Analogamente ao ndo-determinismo, a facilidade de movimentos vazios
nio aumenta o poder computacional dos Autématos Finitos. Assim, para
cada AFe, é possivel construir um AFN que realiza o mesmo processamento.
O contrério é trivialmente verdadeiro.

Tearema 2.11 Equivaléncia entre AFN e AFe.

A Classe dos Autématos Finitos com Movimentos Vazios € equivalente a
Classe dos Autématos Finitos Nao-Deterministicos.

Prova: A prova consiste em mostrar que, a partir de um AFe qualquer, é
possivel construir um AFN que realiza o mesmo processamento. A
demonstracio apresenta um algoritmo para converter um AFe em um AFN
equivalente. A idéia central do algoritmo é a construg¢do de uma funcdo
programa sem movimentos vazios onde o conjunto de estados destino de cada
transicdo ndo vazia é estendido com todos os estados possiveis de serem
atingidos por transigbes vazias. O contrério (construir um AFe a partir de
um AFN) ndo necessita ser mostrado, pois decorre trivialmente das

defini¢des.
SejaM=(T, Q, §, qo, F) um AFe qualquer. Seja M' = (X, Q, 8, qo, F') um AFN
construido a partir de M como segue:
8 tal que §: Qx X — 2Q onde 8'(g, 8)=5({q}, a)
F' conjunto de todos os estados ¢ pertencentes a Q tal que algum
elemento do FECHO-¢(q) pertence a F.

A demonstragio de que o AFN M simula o AFe M é feita por indugio no
tamanho da palavra e é sugerida como exercicio. Q
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Figura 2.16 Grafo do Autémato Finito Nao-Deterministico equivalente

EXEMPLO 11 Construcdo de um AFN a partir de um AFe.

O Autémato Finito com Movimentos Vazios Mg =({a b}, {90, a1, 92}, 89, qo. {q2}),
onde §g é como segue:

59 § a b €
® | (%] : (a1
a {g1} {go}
Q2 é {92} - -

é representado pelo grafo ilustrado na Figura 2.15 (qual a linguagem aceita
por Mg?). O correspondente AFN Mg' = ({a, b}, {90, 91, 92}, 8¢, qo, F') construido
conforme o algoritmo da demonstragido do Teorema 2.11 é como segue (por
simplicidade, FECHO-¢ é abreviado para Fe) e é ilustrado na Figura 2.16:
F'={q0, 91, @2}, pois:
Fe(qo) = { g0, a1, G2}
Fe(q1) ={a1, g2}
Fe(g) = {q2}
Na construgio de 89’ note-se que:
d9({ao}. €) = {qo, g1, 42}
do{at} €) ={a1, g2}
99({92}. €) = { g2}
Assim, 89 é tal que:
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89'(qo, @) = 89({qo}, a) = Fe({r | re 3(s, ) e se 8({q0}. €)}) =(do, a1, G2}
89'(g0, b) = d9({ a0}, b) = Fe{rlreﬁs b)ese d({qo} €)}) =1{a1 a2}
89'(q1, ) = 8o({q1}, a) = Fe({r | re 8(s,a) e se 3({a1}. e)}) ={ a2}
89'(a1, b) = do({ a1}, b) = Fe({r |reﬁs b)ese 8({q } e)) =1{q1, a2}
89'(q2, ) = Bo({ a2}, a) = Fe({r | re 8(s.a) e se B({az2} &)} ={a2)

89'(a2, b) = 8o({ a2}, b) = Fe({rlress byese 8({q } £)})) é indefinida. 0

2.5 Expressao Regular

Toda Linguagem Regular pode ser descrita por uma expressao simples,
denominada Expressio Regular. Trata-se de um formalismo denotacional,
também considerado gerador, pois pode-se inferir como construir ("gerar") as
palavras de uma linguagem. Uma Expressdo Regular é definida a partir de
conjuntos (linguagens) bdsicos e operagbes de concatenacdo e unido. As
Expressdes Regulares sdo consideradas adequadas para a comunicagao
homem x homem e, principalmente, para a comunicagde homem X
méaquina.

Definicio 2.12 Expresséio Regular.
Uma Expressdo Regular (ER) sobre um alfabeto X é indutivamente definida
como segue:
a) @ é uma ER e denota a linguagem vazia,
b) € é uma ER e denota a linguagem contendo exclusivamente a palavra
vazia, ou seja, {€}
¢) Qualquer simbolo x pertencente a ¥ é uma ER e denota a linguagem
contendo a palavra unitdria x, ou seja, {x}
d) Seres sio ER e denotam as linguagens R e S, respectivamente, entao:
d.1) {(r+s) é ER e denota a linguagem Ru S
d.2) (rs) é ER e denota a linguagem RS={w |ue Reve S}
d.3) (r*) é ER e denota a linguagem R* ]

A omissdo de parénteses em uma ER é usual, respeitando as seguintes
convengoes:

e a concatenacdo sucessiva tem precedéncia sobre a concatenagdo e a
uniéo;
e a concatenaciio tem precedéncia sobre a unido.

Uma linguagem gerada por uma Expressao Regular r é representada por
L(r) ou GERA(r).
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EXEMPLO 12 Expressio Regular.

Na tabela abaixo, sao apresentadas Expressées Regulares e as
correspondentes linguagens:

Expressdo Regular Linguagem Representada

aa somente a palavra aa

ba* todas as palavras que iniciam por b, seguido por zero ou
mais a

(a + b)* todas as palavras sobre {a, b}

(a + b)*aa(a + b)* todas as palavras contendo aa como subpalavra

a*ba*ba* todas as palavras contendo exatamente dois b

{a + b)*(aa + bb) todas as palavras que terminam com aa ou bb

{(a+g)b + ba)* todas as palavras que nio possuem dois a consecutivos

Qa

Os teoremas a seguir mostram que a classe das Expressées Regulares
denota exatamente a classe das Linguagens Regulares.

Teorema 2.13 Expressao Regular — Linguagem Regular.
Se r é uma Expressio Regular, entao GERA(r) é uma Linguagem Regular.

Prova: Por defini¢do, uma linguagem é Regular se, e somente se, é possivel
construir um Autdmato Finito (Deterministico, N#o-Deterministico ou com
Movimentos Vazios), que reconhe¢ca a linguagem. Assim, é necessario
mostrar que, dada uma Expressdo Regular r qualquer, é possivel construir
um Autémato Finito M tal que ACEITA(M) = GERA(r). Na construcdo do
correspondente AFe M apresentada a seguir, a demonstragdo de que
ACEITA(M) = GERA(r) é por inducdo no nimero de operadores.

a) Base de indug¢do. Seja r uma ER com zero operadores. Entéo r s6 pode ser

da forma:
r=
r=¢

I=X (X pertencente a )

Os Autdématos Finitos:
My =(2,{q0}, 81, 90, @)
Mo = (D, {ar}, 82, a1, {qt})
Ms = ({x}, {qo, ar}, 83, qo, { qf})

ilustrados na Figura 2.17, aceitam as linguagens acima, respectivamente;

b) Hipétese de Inducdo. Seja r uma ER com até n >0 operadores. Suponha que
€ possivel definir um Autémato Finito que aceita a linguagem gerada por
r
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ER AF correspondente

- @ o
X

Figura 2.17 Autématos finitos correspondentes as Expressdes Regulares com zero operadores

ER Autémato Finito Correspondente
Fr=rq+r 4
- " @
O) -
- J
r=mnr
" MO E)
r=r4*

£
£ M €
@ T

€

Figura 2.18 Autématos finitos correspondentes as Expressoes Regulares com n+1 operadores
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¢) Passo de Indugdo. Sejar uma ER com n + 1 operadores. Entao r pode ser
representada por um dos seguintes casos, onde 1 e f» possuem
conjuntamente no maximo n operadores:
r=ri+r
r=rirn
r=ry*

Portanto, por hipotese de inducédo é possivel construir os autématos:

MT = (21: O1v 811 q011 {QH }) € M2 = (22v 021 821 q02v {sz })

tais que ACEITA(M1) = GERA(r{) e ACEITA(Mo) = GERA(ry). Note-se que, sem
perda de generalidade, é possivel assumir que My e My possuem
exatamente um estado final (ver exercicios). Adicionalmente, suponha
que os conjuntos de alfabetos e de estados dos dois autématos sio disjuntos
(se nao forem disjuntos, é suficiente realizar uma simples renomeacgéio).
Os Autématos Finitos com Movimentos Vazios que aceitam a linguagem
GERA(r) para cada caso sdo como segue:

c¢.1) r=ry+r. O autdmato:

M=(Z10X2 QruQau{qo ). 8, a0, {ar})
ilustrado na Figura 2.18 é tal que, a partir do estado inicial 0,
realiza transicbes vazias para os estados qo, e qo,. Assim, My e M
processam de forma néo-deterministica e, portanto, é suficiente um
dos médulos aceitar a entrada para o autémato M aceitar;
c.2) r=ryo O autémato:

M=(210X2 QruQy 8, qop, {a1,))
ilustrado na Figura 2.18, ao processar os moédulos My e My em
seqiiéncia, aceita uma entrada se, e somente se, o prefixo pertencer
a ACEITA(M1) e o sufixo pertencer a ACEITA(My);
c.3) r=rs*. O autdbmato:

M= (X1, Qru{qo ar} 8, qo. {qr})
ilustrado na Figura 2.18, ¢ tal que a transi¢do vazia de qo para g
garante a aceitagdo da palavra vazia e o ciclo de g;; para qo, permite
0 sucessivo processamento de My para assegurar o reconhecimento
de duas ou mais concatenacdes sucessivas. a

E interessante observar que, na prova do Teorema 2.13, algumas possiveis
alteragdes na construgdo do autdomato resultante podem gerar resultados
indesejados, como por exemplo (por qué?):

® 1no caso I = Iy + rp, ndo introduzir os estados gy e g; e identificar

("unificar") os estados iniciais e finais de My com os correspondentes de
Ma;
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ER Autémato Finito correspondente

aa

(aa + bb)

Figura 2.19 Expressées Regulares e os correspondentes Autématos Finitos

* no caso r=r{*, nao introduzir o estado g e manter g, como o estado final
do autémato resultante. Neste caso, a transi¢do vazia que parte de qp
teria gy, como imagem.

EXEMPLO 13 Construg¢do de um AFe a partir de uma Expressdo Regular.

A construcdo dos moédulos de um AFe que aceita a linguagem gerada pela ER
a*(aa + bb) é como ilustrada na Figura 2.19 e o autémato resultante € ilustrado
na Figura 2.20 (por simplicidade, a identificagdo dos estados é omitida). a
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Figura 2.20 Automato finito resultante

O seguinte teorema nao serd provado.
Teorema 2.14 Linguagem Regular — Expressio Regular.

Se L é uma Linguagem Regular, entdo existe uma Expressioc Regular r tal
que GERA(r) = L. u]

2.6 Gramaiatica Regular

Usando o conceito geral de gramédticas como introduzido no Capitulo 1 -
Introdugdo e Conceitos Bdsicos, é possivel definir Linguagens Regulares e
Nao-Regulares (conforme serd visto adiante, é facil definir Linguagens Nio-
Regulares). Entretanto, é possivel estabelecer restrigoes nas regras de
produgdo, de tal forma a definir exatamente a Classe de Linguagens
Regulares.

Definicio 2.15 Gramaticas Lineares.

Seja G=(V, T, P, S) uma gramadtica e sejam A e B elementos de V e w uma
palavra de T*. Entao G é uma:

a) Gramdtica Linear ¢ Direita (GLD). Se todas as regras de producdo sio da
forma:
A->wB ou A-ow

b) Gramdtica Linear ¢ Esquerda (GLE). Se todas as regras de producdo sio
da forma:
A->Bw ou A-ow

¢) Gramdtica Linear Unitdria & Direita (GLUD). Se todas as regras de
produgdo sdo como na linear a direita e, adicionalmente, | w | <1

d) Gramdtica Linear Unitiria & Esquerda (GLUE). Se todas as regras de
producdo sdo como na linear a esquerda e, adicionalmente, | w | <1 Q
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Note-se que, nas Gramadticas Lineares, o lado direito de uma producio é
constituido por, no médximo, uma varidavel. Adicionalmente, esta varidvel, se
existir, sempre antecede (linear a esquerda) ou sucede (linear a direita)
qualquer subpalavra de terminais.

Teorema 2.16 Equivaléncia das Gramiticas Lineares.

Seja L uma linguagem. Entéo:

L é gerada por uma GLD se, e somente se,

L é gerada por uma GLE se, e somente se,

L é gerada por uma GLUD se, e somente se,

L é gerada por uma GLUE. Q

Ou seja, as diversas formas das Gramadticas Lineares sdo formalismos
equivalentes. A demonstracio do teorema é sugerida como exercicio.

Definicao 2.17 Gramatica Regular.

Uma Gramdtica Regular é qualquer Gramética Linear. Q

Uma linguagem gerada por uma Gramdtica Regular G é representada
por L(G) ou GERA(G).

EXEMPLO 14 Gramdtica Regular.

A linguagem a(ba)* é gerada pelas seguintes Gramaticas Regulares:

a) Linear a Direita. G=({S, A}, {a, b}, P, S) onde P possui as seguintes regras
de producio:

S — aA
A—>baA|£

b) Linear & Esquerda. G=({S}, {a, b}, P, S) onde P possui as seguintes regras
de produgio:
S—>Shala ,
¢) Linear Unitdria a Direita. G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) onde P possui as
seguintes regras de produgio:
S — aA
A-—>bB|e
B — aA

d) Linear Unitiria a Esquerda. G = ({S, A}, {a, b}, P, S) onde P possui as
seguintes regras de produgéo: ’
S—>Aala
A—Sb a
EXEMPLO 15 Gramdtica Regular.

A linguagem (a + b)*(aa + bb) é gerada pelas seguintes Gramaiticas Regulares:
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a) Linear & Direita. G={({S, A}, {a, b}, P, S) onde P possui as seguintes regras
de producio:
S—as|bs|a
A—aalbb

b) Linear a Esquerda. G = ({S, A}, {a, b}, P, S) onde P possul as seguintes
regras de produgio:
S — Aaa | Abb
A halAb]e 5]

Os teoremas a seguir mostram que a Classe das Gramaticas Regulares
denota exatamente a Classe das Linguagens Regulares.

Teorema 2.18 Gramatica Regular — Linguagem Regular.

Se L é uma linguagem gerada por uma Gramitica Regular, entdo L é uma
Linguagem Regular.

Prova: Para mostrar que uma linguagem ¢ Regular, é suficiente construir

um Autémato Finito que a reconhega. Suponha G = (V, T, P, S) uma

Gramatica Linear Unitaria a Direita. Entdo o AFe M = (3, Q, §, qo, F)

construido abaixo simula as derivagdes de G, ou seja, ACEITA(M) = GERA(G):
>=T

Q=Vu g}
F={at}
Go=9

8 é construida como segue (suponha A e B varigveis e a terminal):

Tipo da Producéo Transi¢do Gerada

A—>e

s

3(A €)= g
A a S(A, a) = g
A—B 6(A, e)=8B
A— aB 8(A, a) =B

A demonstragdo que, de fato, ACEITA(M) = GERA(G) é no numero de derivagoes,
como segue (suponha o elemento de (T U V)* e w elemento de T*):

a) Base de indu¢ao. Suponha que S =1 . Entao, se:
a.l) o =¢, existe uma regra S — e. Por construcao de M, §(S, ) = g
a.2) a=a, existe uma regra S — a. Por construgio de M, §(S, a) = g
a.3) o =A, existe uma regra S — A. Por construgiio de M, §(S, &) = A
a.4) o = aA, existe uma regra S — aA. Por construcao de M, §(S, a} = A

b) Hipétese de indug¢do. Suponha que S =" o, n> 1 tal que, se:

b.1) a=w, entdo §(S, w) = g
b.2) o =wA, entdo §(S, w) = A
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Figura 2.21 Autémato finito construido a partir de uma Gramatica Regular

¢) Passo de Inducdo. Suponha que S =M! o. Entdo, obrigatoriamente ocorre
somente a hipétese b.2) acima e S =" wA =1 a. Portanto, se:

c.1) o =we=w, existe uma regra A — &. Assim:

8(S, we) = 8(3(S, w), €) = B(A, €) = o
c.2) o =wb, existe uma regra A — b. Assim:

8(S, wb) = 8(3(S, w), b) = 8(A, b} = g
c.3) o = wB, existe uma regra A —» B. Assim:

(S, we) = 3(3(S, w), £)=08(A, ) =8B
c.4) o =wbB, existe uma regra A — bB. Assim:

(S, wb) = 5(8(S, w), b) = 3(A, b) = B a

EXEMPLO 16 Construcdo de um AFe a partir de uma Gramdtica Regular.

Considere a seguinte Gramadtica Linear Unitdria & Direita, introduzida no
Exemplo 14:

G=({S,A B} {ab},P9)
onde P é tal que:

S — aA
A>bBle
B— aA

O AFe M que reconhece a linguagem gerada pela gramdtica G é:
M=({a b} {S A B a} 8 S {ar})

o qual é ilustrado na Figura 2.21 e onde 8 é construida como segue:
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Producédo Transigao

S — aA 5(S,a)=A
A — bB (A, b)=B
A->e S(A, €) = g
B - aA 3(B, a)=A

Teorema 2.19 Linguagem Regular — Gramatica Regular.
Se L é Linguagem Regular, entdo existe G, Gramadtica Regular que gera L.

Prova: Sel é uma Linguagem Regular, entéo existe um AFD M= (%, Q, d, qq,
F) tal que ACEITA(M) = L. A idéia central da demonstragdo é construir uma
Gramatica Linear & Direita G a partir de M tal que GERA(G) = ACEITA(M), ou
seja, cuja derivacao simula a fun¢do programa estendida. Seja G = (V, T, P, S)
tal que:

V=Qu {S}

T=%

e P é construido como segue (suponha g, q elementos de Q, qf elemento de F e a
elemento de Y):

Transigio Produgéao

- S— do
- Gt — ¢
o(q;, a) = gk i — agk

A demonstragdo que, de fato, GERA(G) = ACEITA(M) é no tamanho da palavra,

como segue (suponha w elemento de X*):

a) Base de Indugao. Seja w tal que | w| =0. Por definic¢ao, tem-se que S — qg é
producdo. Se € € ACEITA(M), entdo g é estado final e, por defini¢ao, tem-se
que qo — € é producdo. Logo:

S=>q=¢

b) Hipétese de Indugao. Seja w tal que |wl=n(n>1)ed(qy w)=q. Assim, se:
b.1) g nao é estado final, entdo suponha que S = wq
b.2) g é estado final, entdo suponha que S = wq = w (este caso nao é
importante para o passo de induc¢ao);

¢) Passo de Inducao. Seja w tal que fwal=n+t1e 0(qg, wa) = p. Entéao:
5(3(qo, W), @) = &(q, a) = p
Portanto, obrigatoriamente ocorre somente a hipétese b.1) acima e, se:

c.1) p nao é estado final, entdo S =" wg=1wap
¢.2) p é estado final, entdo S =" wq =1 wap =1 wa ]




Figura 2.22 Grafo do Autémato Finito Deterministico

EXEMPLO 17 Construgdo de uma Gramdtica Regular a partir de um AFD.
Considere o Autdmato Finito Deterministico:

M=({a, b, c} {d0. a1, 92} 5, 0. {q0. a1, Q2 })

ilustrado na Figura 2.22. A correspondente Gramdtica Regular construida
conforme o algoritmo da prova do Teorema 2.19 é:

G=({qg0, a1, 92,8} {a b, c}, S P)

onde P é como segue:

Transigao Producao

- S—qo

- do— ¢

- 41 o€

- 0o — €
8(go, @) = qo do — agp
8(go, b) = qy Go — by
(a1, b) = a1 qr — bay
d(q1,¢) = g2 qr — G2
8(g2, €)= Q@ — cq2

2.7 Propriedades das Linguagens Regulares

Uma das principais caracteristicas das Linguagens Regulares é o fato de
serem representadas por formalismos de pouca complexidade, grande
eficiéncia e fdcil implementagdo. Entretanto, por ser uma classe
relativamente simples, é restrita e limitada, sendo facil definir Linguagens
Nio-Regulares. Assim, algumas questdes sobre Linguagens Regulares
necessitam ser analisadas:

a) Como determinar se uma linguagem é Regular?
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Figura 2.23 Traducao dos formalismos das Linguagens Regulares

b) Como verificar se uma Linguagem Regular é infinita ou finita (ou até
mesmo vazia)?

c) E possivel analisar duas Linguagens Regulares e concluir se sio iguais ou
diferentes?

d) A Classe das Linguagens Regulares é fechada para operagdes de unido,
concatenagéo e intersecc¢ao?

No estudo que segue, a andlise de cada propriedade é desenvolvida para
um dos formalismos estudados. Para os demais formalismos, é suficiente
traduzi-los usando os algoritmos apresentados nos correspondentes teoremas
como ilustrado na Figura 2.23 (note-se que, a construcdo de uma ER a partir
de um AFD nao foi provada).

O lema a seguir, conhecido por Lema do Bombeamento para as
Linguagens Regulares, é util no estudo das propriedades. Resumidamente, a
idéia béasica é a seguinte:

e se uma linguagem é Regular, entdo é aceita por um Autdémato Finito
Deterministico o qual possui um ndmero finito e predefinido de n
estados;

e se o autdmato reconhece uma entrada w de comprimento maior ou
igual a n, obrigatoriamente o autdmato assume algum estado g mais de
uma vez e, portanto, existe um ciclo na fun¢éo programa que passa por
'}

e logo, w pode ser dividida em trés subpalavras w = uvz tal que ful <n,
|v| >1e onde v é a parte de w reconhecida pelo ciclo. Portanto,
claramente uviz, para qualquer i > 0, é aceita pelo autdémato (ou seja, é
palavra da linguagem), executando o ciclo i vezes.
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Figura 2.24 Autémato Finito Deterministico

Lema 2.20 Bombeamento para as Linguagens Regulares.

Se L é uma Linguagem Regular, entéo:
existe uma constante n tal que,
para qualquer palavra w de L onde | w | >n,
w pode ser definida como w = uvz onde | uv | < n, [v]>1 e,
para todo i > 0, uviz é palavra de L.

Prova; Seja L uma Linguagem Regular. Entio:
existe um AFD M =(%, Q, §, qp, F) tal que ACEITA(M) = L
seja n o cardinal de Q
seja W= a1ap...am uma palavra de L tal que m>n
suponha que &(qo, a1) = g1, 8(qy, a2) = a2, ..., 8(Am-1, am) = Im
como m 2n existem 1, s onde 0<r<s<n tais que:
qr=0s, 8(do, at...ar) = Gr, 8(qr, ar41---8s) = Gs € &(Cs, As+1...am) = Qm
sejam U =2ai..ar, V=2ar41...ds € Z = dg41...m
como r<s<n, entao | v ] >1e l uv | <n
como Qr = (s, entdo v é reconhecida em um ciclo.

Portanto, uviz é palavra de L, para todo i >0 a
EXEMPLO 18 Bombeamento para as Linguagens Regulares.

Considere o autémato ilustrado na Figura 2.24 (qual a linguagem aceita?).
Exemplificando o Lema do Bombeamento, tem-se que:

n=4
no caso particular de w = abbba, tem-se que:
ar=9s=4q1
u=a,v=bb,z=ba g

Linguagens Regulares e Nio-Regulares

Para mostrar que uma determinada linguagem é Regular, é suficiente
representd-la usando um dos formalismos apresentados anteriormente
(Autémato Finito, Expressio Regular ou Gramitica Regular). Entretanto, a
prova de que é Nao-Regular necessita ser desenvolvida para cada caso. Uma
ferramenta 1til é o Lema do Bombeamento, como exemplificado a seguir.
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EXEMPLO 19 Linguagem Ndo-Regular.
A seguinte linguagem sobre {a, b} ndo é Regular:
L={w | w possui 0 mesmo nimero de simbolos ae b}

A prova que segue usa o Lema do Bombeamento e é por absurdo. Suponha que
L é Regular. Entéo:

existe um AFD M com n estados que aceita L

seja w=anpn
Pelo Lema do Bombeamento, w pode ser definida como w = uvz onde:

|uv|5n,|v|21e,
para todo i = 0, uviz é palavra de L

0 que é um absurdo, pois, como | w | <n, uv é composta exclusivamente por
simbolos a. Neste caso, por exemplo, uv?z ndo pertence a L, pois nio possui o
mesmo numero de simbolos a e b. Q

Operacoes Fechadas sobre Linguagens Regulares

No texto que segue, para uma determinada linguagem L sobre X#*, L'
denota o seu complemento (sobre X*).

Teorema 2.21 Operagoes Fechadas sobre as Linguagens Regulares.

A Classe das Linguagens Regulares é fechada para as seguintes operagodes:
e uniéo;
e concatenacao;

e complemento;
e intersecgdo.

Prova: A prova referente aos casos de unido e concatenacdo decorrem
trivialmente da defini¢cdo de Expressdo Regular (por qué?). Nos demais casos,
tem-se que:

a) Complemento. Seja L uma Linguagem Regular sobre Y*. Seja:
M=(X, Q38 q,F)

um AFD tal que ACEITA(M) = L. A idéia do que segue consiste em inverter as
condi¢des de ACEITA/REJEITA de M para reconhecer L'. Entretanto, como M
pode rejeitar por indefinicdo, €é necessdrio modificar o autdémato,
garantindo que somente ird parar ao terminar de ler toda a entrada.
Assim, a inversdo das condi¢ées ACEITA/REJEITA pode ser obtida
transformando os estados finais em néo-finais e vice-versa. A construgéo

do AFD:
M= (X, Q. 8, q F)



tal que ACEITA(M) = L' é como segue (suponha ae Y e ge Q):
Q=Qu{d}
F=Q-F
&' é como §, com as seguintes transigdes adicionais, para todo ae
d(g,a)=d se 8(qg, a) ndo é definida
8'(d,a)=d

Claramente, o Autémato Finito M' construido acima é tal que ACEITA(M") = L'

b) Intersec¢do. Sejam Ly e Lp Linguagens Regulares. Como a seguinte
igualdade é valida:
Liml2=(L'v L)

e como j4 foi verificado que a Classe das Linguagens Regulares é fechada
para as operagbes de complemento e unido, entdo também é fechada para
a intersecgao. .

Investigagio se uma Linguagem Regular é Vazia, Finita ou Infinita

O teorema a seguir mostra que existe um algoritmo para verificar se uma
Linguagem Regular representada por um Autémato Finito é vazia, finita ou
infinita.

Teorema 2.22 Linguagem Regular Vazia, Finita ou Infinita.

Se L é uma Linguagem Regular aceita por um Autémato Finito M=(X, Q, 8, qq,
F) com n estados (o cardinal de Q é n), entao L é:

a) Vazia se, e somente se, M ndo aceita qualquer palavra w tal que fwl<n
b) Finita se, e somente se, M nédo aceita uma palavra w tal que n < |wl<2n
¢) Infinita se, e somente se, M aceita uma palavra w tal que n< | w | <2n
Prova:

Infinita (¢-). Processa M para toda a palavra w de comprimento n < fwl<on
Se o autdomato aceita alguma palavra entéo L é infinita. De fato, se w € L é tal
que n< lwl < 2n, entao, pelo Bombeamento, w = uvz onde luv | < n, lv] =1 e,
para todo i > 0, uviz é palavra de L. Logo, L é infinita.

Infinita (—). Se L é infinita, entdo obviamente existe w tal que | wl >n. Assim:

* ge | w | < 2n, entdo a prova estd completa;

¢ suponha que nio existe palavra de comprimento menor que 2n. Entéo
suponha que | wl =2n mas de comprimento menor ou igual a qualquer
outra palavra t tal que [t]=2n. Pelo Bombeamento, w = uvz onde | uv | <
n, | v ! > 1e, para todo i 20, uviz é palavra de L. Em, particular, 1< ] v | <
ne Uz é palavra de L, o que é um absurdo, pois:
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Figura 2.25 Autémato Finito Deterministico

e seluzl|> 2n, entdo contradiz a suposi¢io de que w é palavra de menor
comprimento tal que lwl=2n

* se |uz| < 2n, entdo n < |uzf < 2n (pois luvzl >2n 1< |v| <ne,
portanto, contradiz a suposi¢do de que nao existe w tal que n< |w | <
n

Vazia. Processa M para todas as palavras de comprimento menor que n. Se
rejeita todas as palavras, a linguagem é vazia. O detalhamento da prova é
simples usando o Bombeamento e é sugerida como exercicio.

Finita. E conseqiiéncia direta do caso onde L é infinita, provado acima.
Lembre-se que:

(P> q) & (=p <> —q)
Ou seja, processa M para toda palavra w de comprimento n< |w| < 2n. Se o
autdmato rejeita todas as palavras, entdo L é finita. ‘ Q

EXEMPLO 20 Linguagem Regular Infinita.

Considere o autémato ilustrado na Figura 2.25 (qual a linguagem aceita?).
Exemplificando o Teorema 2.22 onde a linguagem ¢ infinita se, e somente se,
o automato aceita uma palavra w tal que n < lw| < 2n, note-se que a menor
palavra aceita cujo comprimento maior ou igual a 3 é aabaa a qual possui
comprimento 5. Ou seja, 3 < | aabaa | <6. Q

Igualdade de Linguagens Regulares

O teorema a seguir mostra que existe um algoritmo para verificar se dois
Autématos Finitos sio equivalentes, ou seja, se reconhecem a mesma
linguagem.

Teorema 2.23 Igualdade de Linguagens Regulares.

Se M1 e Mz sao Autématos Finitos, entao existe um algoritmo para determinar
se ACEITA(M1) = ACEITA(M2).

Prova: Sejam My e My Autdmatos Finitos tais que ACEITA(M1} = L1 e ACEITA(M5)
=Lp. Portanto, é possivel construir um Autémato Finito M3 tal que ACEITA(M3) =
L3 onde:

L
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Ls=(Linl)olinl)

Claramente, Ly =Ly se, e somente se, L3 é vazia. Como visto no Teorema 2.22,
existe um algoritmo para verificar se uma Linguagem Regular ¢ vazia. a

Eficiéncia de um Autdémato Finito como Algoritmo de
Reconhecimento

A implementacio de um simulador de Autémato Finito Deterministico
(sugerida como exercicio) consiste, basicamente, em um algoritmo que
controla a mudanca de estado do autémato a cada simbolo lido da entrada.
Assim, o tempo de processamento necessdrio para aceitar ou rejeitar é
diretamente proporcional ao tamanho da entrada. Em termos de
Complexidade (parte da Teoria da Computagdo que estuda os recursos
necessarios ao processamento), este procedimento pertence & mais rdapida
classe de algoritmos.

Deve-se destacar que o tempo de processamento ndo depende do autdmato
de reconhecimento. Ou seja, qualquer Autémato Finito Deterministico que
reconheca a linguagem terd a mesma eficiéncia. Entretanto, uma otimizagdo
possivel é a reducdo do numero de estados. Conforme é visto adiante, existe
um algoritmo para construir o Autémato Finito Deterministico minimo (com
o menor ntmero de estados) de qualquer Linguagem Regular.

2.8 Minimizacio de um Autémato Finito

O objetivo da minimizagdo é gerar um Autémato Finito equivalente com o
menor ntumero de estados possivel. Esta defini¢do de Autdémato Minimo &
universalmente aceita e adotada na maioria das solugbes praticas.
Entretanto, em algumas aplicagbes especiais, a minimizagdo do numero de
estados ndo implica necessariamente no menor custo de implementagao. Um
exemplo tipico seria o desenho de circuitos eletronicos, quando pode ser
desejédvel introduzir estados intermediarios em determinadas posigoes (do
circuito), de forma a melhorar a eficiéncia, ou simplesmente facilitar as
ligacoes fisicas. Portanto, o algoritmo de minimizagdo nestes casos deve ser
modificado, prevendo as varidveis especificas da aplicagéo.

O Autémato Finito Minimo é dnico (a menos de isomorfismo). Assim, dois
autdmatos distintos que aceitam a mesma linguagem ao serem minimizados
geram o mesmo Autémato Minimo, diferenciando-se, eventualmente, na
identificacfio dos estados. Neste caso, os conjuntos dos estados sao isomorfos.
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Basicamente, o algoritmo de minimizagdo unifica os estados equivalentes.
Dois estados g e p sdo ditos equivalentes se, e somente se, para qualquer
palavra w pertencente a X* 6(q, w) e 8(p, w) resultam simultaneamente em
estados finais, ou nao-finais. Ou seja, o processamento de uma entrada
qualquer a partir de estados equivalentes gera, em qualquer caso, o0 mesmo
resultado aceita/rejeita.

Na definicdo que segue, lembre-se que, para um dado conjunto A, #A
denota o cardinal de A.

Defini¢io 2.24 Autémato Minimo.

Um Autémato Minimo de uma Linguagem Regular L ¢ um Autémato Finito
Deterministico M = (X, Q, 8, qo, F) tal que ACEITA(M) = L e que, para qualquer
outro Autémato Finito Deterministico M'= (X, Q, &', qo', F') tal que ACEITA(M) =L,
tem-se que #Q' > #Q. m)

Definicao 2.25 Pré-Requisitos do Algoritmo de Minimizacao.

Um Autoémato Finito a ser minimizado deve satisfazer aos seguintes pré-
requisitos:

a) Deve ser deterministico; _
b) Nao pode ter estados inacessiveis (ndo-atingiveis a partir do estado inicial);

¢} A funcdo programa deve ser total (a partir de qualquer estado séo
previstas transi¢oes para todos os simbolos do alfabeto). a

Caso o autdbmato ndo satisfaca algum dos pré-requisitos, é necessdrio
gerar um autdmato equivalente, como segue:

a) Gerar um autdmato deterministico equivalente, usando os algoritmos
introduzidos nas correspondentes demonstragées dos teoremas (de AFe
para AFN e de AFN para AFD);

b) Eliminar os estados inacessiveis e suas correspondentes transicoes. Trata-
se de um algoritmo relativamente simples e é sugerido como exercicio;

¢) Para transformar a fun¢do programa em total, é suficiente introduzir um
novo estado ndo-final d e incluir as transi¢des nio-previstas, tendo d como
estado destino. Por fim, incluir um ciclo em d para todos os simbolos do
alfabeto.

O algoritmo apresentado a seguir identifica os estados equivalentes por
exclusdo. A partir de uma tabela de estados, sdo marcados os estados néo-
equivalentes. Ao final do algoritmo, as referéncias né&o-marcadas
representam os estados equivalentes.
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a1

qz2

dn

do g1 sns | 9n-1 An

Figura 2.26 Tabela de estados do algoritmo de minimizagao de Autématos Finitos

Definiciao 2.26 Algoritmo de Minimizacao.

Suponha um Autémato Finito Deterministico M= (¥, Q, §, qg, F) que satisfaz
aos pré-requisitos de minimizagao. Os passos do Algoritmo de Minimizagdo
sdo os seguintes:

a) Tabela. Construir uma tabela relacionando os estados distintos, onde cada
par de estados ocorre somente uma vez, como ilustrado na Figura 2.26;

b) Marcagdo dos estados trivialmente ndo-equivalentes. Marcar todos os
pares do tipo {estado final, estado ndo-final}, pois, obviamente, estados finais
néo sdo equivalentes a nio-finais;

¢) Marcagcdo dos estados ndo-equivalentes. Para cada par {qy, @} nao-
marcado e para cada simbolo a € 3, suponha que 8(qy, a) =py e 8(qy. 8) = py e:
. se py = Py, entdo q, é equivalente a g, para o simbolo a e nao deve ser
marcado;
. se py # Py e o par {py, py} ndo estd marcado, entéo {qy, v} é incluido em
uma lista a partir de {py, py} para posterior andlise;
. se Py # Py e o par {py, Py} estd marcado, entdo:
. {qu, av} néo é equivalente e deve ser marcado;
. se {qu, v} encabegca uma lista de pares, entdo marcar todos os
pares da lista (e, recursivamente, se algum par da lista
encabeca outra lista);

d) Unificacdo dos estados equivalentes. Os estados dos pares ndo-marcados
sdo equivalentes e podem ser unificados como segue:

o a equivaléncia de estados é transitiva;
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Figura 2.27 Autémato finito a ser minimizado

. pares de estados néo-finais equivalentes podem ser unificados como
um Unico estado néo-final;

. pares de estados finais equivalentes podem ser unificados como um
unico estado final;

. se algum dos estados equivalentes é inicial, entdo o correspondente
estado unificado é inicial;

e) Exclusdo dos estados intiteis. Por fim, os estados chamados inuteis devem
ser excluidos. Um estado g é inttil se é nao-final e a partir de g ndo é
possivel atingir um estado final. Deve-se reparar que o estado d (se
incluido) sempre ¢é inutil (o algoritmo para excluir os estados inuteis &
simples e é sugerido como exercicio). a

EXEMPLO 21 Minimizacao.

Considere o Autémato Finito Deterministico ilustrado na Figura 2.27 (qual a
linguagem aceita?). O autdmato satisfaz os pré-requisitos de minimizagio (e,
conseqiientemente, ndo é necessdrio incluir o estado d). Os passos do
algoritmo sdo como segue:

a) Construcao da tabela, como ilustrado na Figura 2.28;

b) Marcagao dos pares do tipo {estado final, estado néo-final}, como ilustrado na
Figura 2.28,;

¢) Andlise dos pares de estado nao-marcados, onde a tabela resultante é
ilustrada na Figura 2.29, sendo o simbolo ® usado para representar os
pares marcados neste etapa:

c.1) Analise do par {qp, g4 }:

d(qo. a) = 8(qo, b) = g4
d(q4, a) = g3 d{qa, b)=q
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q | X

e | X

s | X

H X | X[ X

% X | X | X
o | o | @ | ® | ®

Figura 2.28 Tabela de estados e os pares do tipo {estados finais, estados ndo-finais} marcados

c.2)

c.3)

c.4)

c.b)

Como {41, %2} e {q2, g3} sdo ndo-marcados, entdo {do, q4} é incluido
nas listas encabecadas por {q1, g2} e {q2, a3 };

Analise do par {qg, g5}
3(qo, @) = @2 8(qgo, b) = g
d(gs, a) = @ d(gs, b) = g3

Como {qi, q3} é ndo-marcado (e como {gz, g2} é trivialmente
equivalente), entdo {qp, g5} é incluido na lista encabegada por {q1, 43};

Analise do par {q1, @2 )
(a1, a) = g1 (a1, b) = qo
3(q2, 8) = 4 8(ga, b) = g5

Como {q1, g4} é marcado, entdo {q1, g2} também é marcado.
Como {qy, g2} encabega uma lista, o par {qo, 44} também é marcado;

Andlise do par {gy, q3}:
8(q1, a) = g 8(91,b) = 90
893, a)=0s 8(q3, b) = g4

Como {qy, 95} bem como {qg, 44} sdo marcados, entdo {qi, g3} também
é marcado.
Como {qy, 93} encabeca uma lista, o par {qg, g5} também é marcado;

Andlise do par {qp, g3 }:
8(q2, a) = da 8(qz, b) =05
(a3, @) =0s (a3, b) = a4

Como {4, G5} é ndo-marcado, entdo {2, g3} é incluido na lista
encabecada por {q4, 05 };
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a | X (o)
e | X | & e {o g
s | X |'® e {p g} e (g )
@ | X X | X | X
5 ® X X X st {Cp, QB)
o | % | @ | B | %

Figura 2.29 Tabela de estados resultante

Figura 2.30 Autoémato finito minimo

c.6) Analise do par {q4, 95}:

(04, @) = a3 8(q4, b) = g2

8(gs. @) = g2 8(qs, b) = g3
Como {qo, g3} é ndo-marcado, entdo {q4, g5} é incluido na lista
encabecada por {q2, q3};

d) Como os pares {qz g3} e {04, 95} sdo ndo-marcados, as seguintes
unificagdes podem ser feitas:
. 423 representa a unificagfio dos estados nao-finais q2 e qs;
. g45 Tepresenta a unificagdo dos estados finais q4 e gs.

O Autdémato Minimo resultante possui quatro estados e é ilustrado na Figura
2.30. Q




Os seguintes teoremas garantem que o Autémato Minimo de uma
linguagem € o construido pelo algoritmo de minimizacdo apresentado e é
unico. Os teoremas nao serdo demonstrados.

Teorema 2.27 Autémato Minimo.

O Autémato Finito Deterministico construido usando o algoritmo de
minimizagéo apresentado é o autdmato com menor nimero de estados para a
linguagem. ]

Teorema 2.28 Unicidade do Autéomato Minimo.

O Autémato Finito Deterministico minimo de uma linguagem é tnico, a
menos de isomorfismo. Q

2.9 Automato Finito com Saida

O conceito bédsico de Autdmato Finito possui aplicagdes restritas, pois a
informacao de saida é limitada a logica bindria aceita/rejeita. Sem alterar a
classe de linguagens reconhecidas, é possivel estender a defini¢ao de
Autdmato Finito incluindo a gera¢io de uma palavra de saida. As saidas
podem ser associadas as transi¢pes (Méquina de Mealy) ou aos estados
(Maquina de Moore). Em ambas as méquinas, a saida nio pode ser lida, ou
seja, ndo pode ser usada como memoéria auxiliar, e é como segue:
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s ¢ definida sobre um alfabeto especial, denominado Alfabeto de Saida
(pode ser igual ao alfabeto de entrada);

* asaida é armazenada em uma fita independente da de entrada;

¢ acabeca da fita de saida move uma célula para direita a cada simbolo
gravado;

* oresultado do processamento do Autémato Finito é o seu estado final
(condi¢do de aceita/rejeita) e a informacdo contida na fita de saida.

As Maquinas de Mealy e Moore sio modificagdes sobre o Autémato Finito
Deterministico. A extensio da defini¢do, prevendo as facilidades de Nao-
Determinismo e Movimentos Vazios, é sugerida como exercicio.

2.9.1 Miaiquina de Mealy

A Midquina de Mealy é um Autémato Finito modificado de forma a gerar
uma palavra de saida para cada transigio.

Definicéo 2.29 MAquina de Mealy.

Uma Mdquina de Mealy M é Autéomato Finito Deterministico com saidas
associadas as transigdes. E representada por uma 6-upla:

M=(X,Q38, qF A)
onde:
2 alfabeto de simbolos de entrada;
Q  conjunto de estados possiveis do autémato o qual é finito;
8 fun¢do programa ou funcdo de transicdo:
3:QAxY — QxA*
a qual é uma fungéao parcial;
estado inicial do autdmato tal que qg é elemento de Q;

do
F conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q;
A alfabeto de simbolos de saida. Q

Portanto, as componentes %, Q, g0 e F sdo como no Autémato Finito
Deterministico. A funcéo programa pode ser representada como um grafo
finito direto como nos AFD, adicionando, na etiqueta de cada transigdo, a
saida associada, quando diferente da palavra vazia.

O processamento de uma Mdquina de Mealy, para uma palavra de
entrada w, consiste na sucessiva aplicagdo da fungio programa para cada
simbolo de w (da esquerda para a direita) até ocorrer uma condi¢do de parada.
A palavra vazia como saida da fungdo programa indica que nenhuma
gravagao € realizada e, obviamente, nio move a cabeca da fita de saida. Se
todas as transi¢bes geram saida vazia, entdo a Maquina de Mealy processa
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como se fosse um Autémato Finito. A defini¢do formal da fungdo programa
estendida de uma M4quina de Mealy é sugerida como exercicio.

EXEMPLO 22 Mdquina de Mealy.

Uma aplicacio comum e freqlientemente recomendada para os autdomatos
com saida é o projeto de didlogo entre um programa (de computador) e o seu
usuario. Basicamente, um didlogo pode ser de dois tipos:

e comandado pelo programa,
¢ comandado pelo usudrio.

Em qualquer caso, uma das principais dificuldades do projetista é a
visualizacdo do conjunto de eventos e agdes que definam um dialogo adequado
para as diversas situacdes possiveis.

O exemplo que segue é uma Mdquina de Mealy que trata algumas
situagdes tipicas de um didlogo que cria e atualiza arquivos. A seguinte
simbologia é adotada no grafo da fungao de transigao:

e (.): entrada fornecida pelo usudrio (em um teclado, por exemplo);

e "." safda gerada pelo programa (em um video, por exemplo);

e [..]: acdo interna ao programa, sem comunicacio com 0 Usudrio;

e (..): resultado de uma acdo interna ao programa; € usado como
entrada no grafo.

A Maquina de Mealy é M = (£, {qp, 1, - 98, Ot 1, 8, qo, {g}, A) como ilustrada
na Figura 2.31, onde ¥ = A e representam o conjunto de simbolos (palavras do
portugués) validos no didlogo. Qa

292 Maquina de Moore

A Mdquina de Moore possui uma segunda fungdo, que gera uma palavra
de saida (que pode ser vazia) para cada estado da maquina.

Definicdo 2.30 Maquina de Moore.

Uma Mdquina de Moore M é um Autdmato Finito Deterministico com saidas
associadas aos estados. K representada por uma 7-upla:
M=(X,Q 3. do F, A 3s)

onde:

S alfabeto de simbolos de entrada;

Q  conjunto de estados possiveis do automato o qual é finito;

8  fungdo programa ou fung¢do de transi¢ao:

dax¥X—>Q
a qual é uma funcéo parcial;
qp estado inicial tal que qo é elemento de Q;
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{qualquer info) {fim)
"acao?" “fim programa"

do

{(cria arq) (atu arq)
"nome?" "nome?"

©] ®
{nome) {(nome)
[existe?] [existe?]

(sim)
“erro”

(nao) (sim)
"acdo?" "acao?"
(fim)
"operagao
abandonada”
{inclui info)
“info..."
(inclui info)
“info...”
{fim infos)
"salva arq?"
(sim) (nao)
"arq salvo" "arq nao salvo"
[salva arq] [abandona arq]

Figura 2.31 Grafo da Maquina de Mealy

F conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q;
A alfabeto de simbolos de saida;
8s fung¢do de saida:
0g5: Q — A*
a qual é uma funcio total.



Portanto, as componentes Y, Q, 8, o e F sdo como no Autémato Finito
Deterministico e A é como na Maquina de Mealy. A func¢ao programa pode ser
representada como um grafo finito direto como nos AFD, adicionando, na
etiqueta de cada estado, a saida associada, quando diferente da palavra vazia.

O processamento de uma Mdquina de Moore, para uma palavra de
entrada w, consiste na sucessiva aplica¢io da fung¢io programa para cada
simbolo de w (da esquerda para a direita) até ocorrer uma condi¢do de parada.
A palavra vazia resultado da fung¢éo de saida indica que nenhuma gravagao é
realizada e, obviamente, nio move a cabega da fita de saida. Se todos os
estados geram saida vazia, entdo a Maquina de Moore processa como se fosse
um Autémato Finito. A definicdo formal da fun¢io programa estendida de
uma Mdquina de Moore é sugerida como exercicio.

EXEMPLO 23 Mdquina de Moore.

Um exemplo comum de aplicacdo do conceito de Maquina de Moore é o
desenvolvimento de Analisadores Léxicos de compiladores ou tradutores de
linguagens em geral. Basicamente, um analisador léxico é um Autdémato
Finito (em geral, deterministico) que identifica os componentes basicos da
linguagem como, por exemplo, numeros, identificadores, separadores, etc.
Uma Maéquina de Moore como um Analisador Léxico é como segue:

e um estado final é associado a cada unidade léxica;

o cada estado final possui uma safda (definida pela Func¢ao de Saida) que
descreve ou codifica a unidade léxica identificada;

e para os demais estados (ndo-finais) a saida gerada ¢ a palavra vazia. O

2.9.3 Equivaléncia das Maquina de Moore e Mealy

A equivaléncia dos dois modelos de Autémato Finito com Saida nao €
valida para a entrada vazia. Neste caso, enquanto a Maquina de Moore gera a
palavra correspondente ao estado inicial, a Maquina de Mealy nado gera
qualquer saida, pois nido executa transi¢do alguma. Entretanto, para os
demais casos, a equivaléncia pode ser facilmente mostrada.

Teorema 2.31 Maquina de Moore — Maquina de Mealy.

Toda Mdquina de Moore pode ser simulada por uma Médquina de Mealy, para
entradas nao vazias.

Prova; Suponha MO = (¥, Q, 3wo. 0. F. A, 8s), uma Maquina de Moore
qualquer. Seja:

ME = (2! Q W {Qe }» 6ME! q61 Fv A)

uma Méquina de Mealy onde a funcido Sy é definida como segue (suponha g
um estado de Q e a um simbolo de X):
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(ag,upuo)

w

(ag,ug)

Figura 2.32 Simulagao da Maquina de Moore (acima) usando a Mdquina de Mealy
(abaixo)

a) SME(Qe ) = (3mo(do, @), 8s(q0)ds(Smo(go, a))
b) 3me(a, a) = (Bmo(q, a), 8s(dmo(q, a))

Em b), é construida a funcgio programa da Méaquina de Mealy, a partir das
fungdes de transi¢io e de saida da Maquina de Moore. O estado Ge introduzido
em a) é referenciado somente na primeira transicdo a ser executada. Seu
objetivo é garantir a geragdo da saida referente ao estado inicial go de Moore
(lembre-se que Mealy necessita executar a transicdo para gerar a saida),
como ilustrado na Figura 2.32.

Uma indugdo em n> 0, prova que, ao reconhecer a entrada at...an, se MO
passa pelos estados qq, Q1 ..., Oy e gera as saidas ug, Ui, ..., Uy entao ME passa
pelos estados qg, qg, 41, ..., On € gera as saidas ugty, ..., Up. a

Teorema 2.32 Miquina de Mealy — Maquina de Moore.
Toda Méquina de Mealy pode ser simulada por uma Méquina de Moore.

Prova: Suponha ME= (¥, Q 8ye qo, F, A), uma Maquina de Mealy qualquer.
Seja S(6Mg) a imagem da fungdo programa OME restrita a componente da
palavra de saida (ou seja, o conjunto de todas as saidas possiveis de ME).

A construgdo da Maquina de Moore:
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(a,u1)

(an,un)

Figura 2.33 Maquina de Moore (abaixo) que simula uma Maquina de Mealy (acima)

MO = (Z, (Qx S(8me)) w {{do. )}, Smo. (qo. €}, Fx S(3ME). A, 8s)

correspondente determina, em geral, um maior nimero de estados que a
maquina ME que estd sendo simulada. Isto é necessdrio, pois se diversas
transi¢ées com saidas diferentes atingem um mesmo estado, este necessita
ser simulado por diversos estados, um para cada simbolo de saida, ou seja,
em Moore os estados sdo construidos como um par ordenado, onde a segunda
componente representa a palavra de saida, como ilustrado na Figura 2.33.

Assim, as funcbes da Maquina de Moore podem ser construidas a partir
de dye onde a fungdo programa dyp € como segue:

e para aem 2, se dye(qo, ) = (g, u), entéo:
3mo((qo, €), @) =(q, U

e parabem ¥ e paraqgem Q, se dme(q, b) = (p, v), entdo, para aj em Y e para
i em Q tais que Sme(gs, aj) = (g, U), tem-se que:
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Figura 2.34 Grafo da Mdquina de Mealy

Figura 2.35 Grafo da correspondente Maquina de Moore

Smo((q, ui), b) = {p, v)

e onde a func¢ao de saida 85 ¢ tal que, para o estado (g, u) de MO:

ds({q, W) =u
Uma indugédo em n, prova que, ao reconhecer a entrada aj...a,, se ME passa
pelos estados g, 1, ..., Gy e gera as saidas Uy, ..., Uy entdo MO passa pelos
estados (qg, €), {41, U1), ..., {On, Un) € gera as saidas €, uy, ..., Up. a

EXEMPLO 24 Mdquina de Moore Simulando uma Mdquina de Mealy.

Considere a Maquina de Mealy ME = ({a, B}, {q, p}, oMe, a4, {q, P}, {a B}) que
compacta os brancos de um texto onde a representa um simbolo qualquer do
texto e B o simbolo branco, como ilustrado na Figura 2.34 (na etiqueta de uma
transicdo, a primeira componente representa o simbolo lido e a segunda a
palavra gravada).

A Midquina de Moore construida conforme a prova do Teorema 2.32 é MO =
({a, B} Q. 6mo. (g, €), F, {a, B), 8s) tal que Q=F = {q, p}x{e, a, B}, ilustrada na

Figura 2.35 onde a segunda componente de cada estado representa a saida. 0
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2.10 Exercicios

2.1 Sobre as Linguagens Regulares:
a) Qual a importancia do seu estudo?
b) Exemplifique suas aplicacgbes (para os diversos formalismos);

¢) Vocé imagina algum tipo de linguagem cujo algoritmo de reconhecimento
seja mais eficiente que o das Regulares? E menos eficiente? Explique a sua
resposta.

2.2 Desenvolva Autématos Finitos Deterministicos que reconhecam as
seguintes linguagens sobre ¥ ={a, b}
wiw possui aaa como subpalavra}

a) {

b) {w | o sufixo dewé aa)

c) {w | w possui nimero impar deaeb}
d) {

wlw possui numero par de ae impar de b ou w possui ntimero par debe
impar de a}

e) {w | o quinto simbolo da direita para a esquerda dew é a}

2.3 Desenvolva Automatos Finitos Nao-Deterministicos, com ou sem
movimentos vazios, que reconhecam as seguintes linguagens:

a) sobre o alfabeto X ={a,b,c}:
{w laaoubbé subpalavra e cccc é sufixo de w}
b) sobre o alfabeto > ={a,b}:
b.1) {wiwowq l wp é qualquer e | Wy I =3}
b.2) {w | 0 décimo simbolo da direita para a esquerda de w é a}
b.3) {w | w possui igual nimero de simbolos a e b e (qualquer prefixo de w

possui, no maximo, dois a a mais que b ou qualquer prefixo de w
possui, no maximo, dois b a mais que a)}

24 Desenvolva Expressbes e Gramiticas Regulares que gerem as
seguintes linguagens sobre ¥ ={a, b}

a) {w | w tem no maximo um par de a como subpalavra e no mdaximo um par
de b como subpalavra}

b) {w | qualquer par de a antecede qualquer par de b}

c) {w | w nao possui aba como subpalavra}
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2.5 Represente a seguinte linguagem baseada em unidades léxicas da
linguagem de programacdo Pascal (ou alguma outra de seu dominio),
usando os formalismos Autémato Finito Deterministico, Expressdo Regular e
Gramatica Regular:

{w]|w é nimero inteiro ou w é ndmero real ou w ¢ identificador da
linguagem Pascal}

26 Descreva em palavras as linguagens geradas pelas seguintes
Expressoes Regulares:

a) (aa +b)*(a + bb)
b) (b + ab)*(e + a)
¢) (aa +bb + (aa + bb)(ab + ba){aa + bb))*

2.7 Aplique o algoritmo de tradugéo de formalismo de Expressdao Regular
para Autémato Finito:

a) (ab + ba)*(aa + bb)*
b) ab(abb* + baa*)*ba

28 Aplique os algoritmos de tradugdo de formalismos apresentados e, a
partir da Expressdo Regular (b + €)(a + bb)*, realize as diversas etapas até
gerar a Gramadtica Regular correspondente (ER —» AFe —» AFN — AFD —
GR).

29 Minimize os Autdématos Finitos ilustrados na Figura 2.36.

2.10 Por que pode-se afirmar que um Autdémato Finito Deterministico
sempre para (ao processar qualquer entrada)? O mesmo pode ser afirmado
para o nao-deterministico? E com movimentos vazios? Em particular, no caso
do Autdémato Finito com Movimentos Vazios, analise para a seguinte situacgio
de ciclo (suponha que g e p sdo estados do autémato):

5(q. €)= p

3(p. €)= g

2.11 Complete a prova referente ao teorema: a classe dos Autématos Finitos
com Movimentos Vazios é equivalente a classe dos Autdématos Finitos Nao-
Deterministicos.

2.12 Demonstre a equivaléncia dos quatro tipos de Gramaticas Lineares.

2.183 Demonstre as seguintes propriedades das Expressbes Regulares
(suponha que 1, s e t sio Expressdes Regulares):

a) Comutatividade da Unido.
[+S=S+T




a
a ‘
(=) a
b a
b
a a b

Figura 2.36 Autématos finitos a serem minimizados

b) Associatividade da Unido.
(res)+t=r+(s+1)

¢) Nao-Comutatividade da Concatenagdo.
1s = sr pode néo ser satisfeita

d) Associatividade da Concatenagdo.
(rs)t = r(st)

e) Distributividade (o Esquerda e & Direita) da Concatenacdo sobre a Unido.
Hr+s)=tr+ts
(r+s)t=rt+st

f) Dupla Concatenagdo Sucessiva.
(r*)* = r*
g) Outras Propriedades da Concatenacgio Sucessiva.
(r+e)*=r*
(Ffs*)* = (r + s)*
2.14 Prove que as seguintes linguagens ndo sio Regulares:
a) {ww | we palavra de{a, b}*}

b) {a" | n>0}




2.15 Desenvolva um algoritmo que elimine os estados inacessiveis de um
Autémato Finito Deterministico. Um estado é dito inacessivel se for néo-
atingivel a partir do estado inicial.

2.16 Desenvolva algoritmos mais otimizados que os apresentados (e compare
a eficiéncia) para determinar se uma Linguagem Regular é vazia, finita ou
infinita, usando as seguintes sugestoes:

a) Vazia, eliminando os estados inacessiveis;

b) Finita, combinando os algoritmos de minimiza¢do e o apresentado no
Lema do Bombeamento;

c) Infinita, analisando a func¢éo programa do autdémato minimizado.

2.17 Como pode ser verificada a equivaléncia de dois autématos, usando o
algoritmo de minimiza¢io?

2.18 Defina formalmente a fun¢do programa estendida para as Mdquinas
de Mealy e de Moore.

2.19 Desenvolva uma Mdquina de Mealy e uma de Moore que realize a
conversdo da representacdo de valores monetédrios de délares para reais. Por
exemplo, dado o valor US$25,010.59 na fita de entrada, deve ser gravado o valor
R$25.010,59 na fita de saida (atencao para o uso da virgula e do ponto nos dois
valores). Adicionalmente, o autémato deve verificar se a entrada é um valor
monetario valido.

220 Considere o exemplo de didlogo apresentado para a Mdquina de Mealy:

a) Desenvolva uma Mdquina de Moore que realize 0 mesmo processamento;

b) Usando o algoritmo que demonstra a equivaléncia dos dois modelos de
autdmato com saida construa a Mdquina de Moore equivalente;

¢} Escolha uma das mdquinas, e amplie o didlogo prevendo:

. operacgoes de modifica¢do e exclusao de informacoes;

o facilidade de help (opgido que fornece ao usudrio informacdes de

ajuda de como proceder no didlogo, no ponto em que se encontra).

2.21 Modifique a defini¢do das Mdquinas de Mealy e de Moore, como segue:
a) A saida é restrita a um simbolo ou & palavra vazia,
b) Né&o possui estados finais.
Estas modifica¢des alteram o poder computacional das maquinas?
222 Modifique a definicdo das Maquinas de Mealy e de Moore, incluindo as
facilidades de:

a) Nao-determinismo;
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b) Movimentos vazios.

Para cada caso acima, em relagéo a equivaléncia dos dois tipos de médquina,
como fica a restri¢do referente a palavra vazia?

223 Modifique o algoritmo de minimizacdo, prevendo que o autémato
possua saida, como segue:

a) Minimizacdo da Mdquina de Mealy;

.b) Minimizac¢do da Maquina de Moore.

224 Desenvolva um programa em computador que simule o processamento
de qualquer Autéomato Finito Deterministico, como segue:

e entrada: func¢do de transi¢do &, estado inicial, conjunto de estados
finais e as palavras a serem processadas;

¢ saida: condi¢do de parada ACEITA/REJEITA e identificacio do estado de
parada.

225 Os seguintes algoritmos também sao sugeridos para implementacdo
em computador:

a) Traducéo de AFN para AFD;

b) Tradugédo de AFe para AFN;

¢) Traducdo de ER para AF¢;

d) Traducao de GR para AFe equivalente;

e) Minimizacdo de AFD.

226 Desenvolva um algoritmo que gere em ordem lexicografica todas as
palavras representadas por:

a) Uma Expressdo Regular qualquer;

b) Uma Gramaitica Regular qualquer.




3

Linguagens Livres do Contexto

A Classe das Linguagens Livres do Contexto ou Tipo 2 contém
propriamente a Classe das Linguagens Regulares. Seu estudo é de
fundamental importancia na informatica pois:

compreende um universo mais amplo de linguagens
(comparativamente com as regulares) tratando, adequadamente,
questdes como parénteses balanceados, construgdes bloco-estruturadas,
entre outras, tipicas de linguagens de programacgdo como Pascal, C,
Algol, etc.;

os algoritmos reconhecedores e geradores que implementam as
Linguagens Livres do Contexto sdo relativamente simples e possuem
uma boa eficiéncia;

exemplos tipicos de aplicagdes dos conceitos e resultados referentes as
Linguagens Livres do Contexto sdo analisadores sintdticos, tradutores
de linguagens e processadores de texto em geral.
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O estudo da Classe das Linguagens Livres do Contexto é desenvolvido a
partir de um formalismo axiomdtico ou gerador (gramdtica) e um
operacional ou reconhecedor (autémato), como segue:

a) Gramdtica Livre do Contexto. Gramatica onde as regras de producio sdo
definidas de forma mais livre que na Gramadtica Regular;

b) Autémato com Pilha. Autémato cuja estrutura basica é andloga a do
Automato Finito, adicionando uma memoéria auxiliar tipo pilha (a qual
pode ser lida ou gravada) e a facilidade de ndo-determinismo.

3.1 Gramatica Livre do Contexto

As Linguagens Livres do Contexto sdo definidas a partir das Gramaticas
Livres do Contexto.

Definicao 3.1 Gramitica Livre do Contexto.

Uma Gramdtica Livre do Contexto (GLC) G é uma gramatica:

G=(V,T,P, 8
com a restricdo de que qualquer regra de producéo de P é da forma A — «,
onde A é uma varidvel de V e oo uma palavra de (VU T)*. Q
Portanto, uma Gramatica Livre do Contexto é uma gramadtica onde o lado '

esquerdo das produgbes contém exatamente uma variavel.
Definicdo 3.2 Linguagem Livre do Contexto ou Tipo 2.

Uma linguagem é dita Linguagem Livre do Contexto (LLC) ou Tipo 2 se for
gerada por uma Gramadtica Livre do Contexto. Q

O nome "Livre do Contexto" se deve ao fato de representar a mais geral
classe de linguagens cuja produgdo é da forma A — «. Ou seja, em uma
derivacdo, a varidvel A deriva o sem depender ("Livre") de qualquer anélise
dos simbolos que antecedem ou sucedem A ("Contexto") na palavra que estd
sendo derivada. Assim, claramente, toda Linguagem Regular é Livre do
Contexto. A relagdo entre as classes de linguagens estudadas até o momento
é ilustrada na Figura 3.1.

EXEMPLO 1 Linguagem Livre do Contexto - Duplo Balanceamento.
Considere a linguagem:
Ly={anbn | n>0}

A seguinte Gramaética Livre do Contexto:
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Universo de Todas as Linguagens

Linguagens Livre do Contexto

Linguagens Regulares

. J

Figura 3.1 Relacéo entre as classes de linguagens

Gy1=({S} {a b}, Py, S}, onde:
Py={S—aSh|S—e)

é tal que GERA(Gy) = Ly. Por exemplo, a palavra aabb pode ser gerada pela
seguinte seqiiéncia de derivacao:

S = aSb = aaSbb = aaebb = aabb
Esta linguagem é um exemplo cldssico e de fundamental importancia no
estudo das Linguagens Livres do Contexto, pois permite estabelecer analogia

entre ab" e linguagens que possuem duplo balanceamento como, por
exemplo:

a) Linguagens bloco-estruturadas do tipo BEGINMENDN
b) Linguagens com parénteses balanceados na forma (")" a
EXEMPLO 2 Linguagem Livre do Contexto - Expressoes Aritméticas.

A linguagem L; gerada pela Gramatica Livre do Contexto abaixo é composta
de expressdes aritméticas contendo colchetes balanceados, dois operadores e
um operando:

Go=({E}, {+ =[] x}, P2, E), onde:

Po={E > E+E | ExE | [E] | )

Por exemplo, a expressio [x+x]*x pode ser gerada pela seguinte seqiiéncia de
derivacao:

E = E*E = [E]*E = [E+E]*E = [X+E]*E = [X+X]*E = [x+X]*x

E possivel gerar a mesma expressdo com outra seqiiéncia de derivacdo?
Quantas seqiiéncias distintas sdo possiveis? Q
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j

vértice i A\ A :

[QIZ i S
interior

N

Figura 3.2 Representacido de arvore de derivacéao

folhas

Xn € mmmf/mm%

3.2 Arvore de Derivacao

Em algumas aplicagbes como compiladores e processadores de textos,
freqlientemente é conveniente representar a derivacdo de palavras na forma
de arvore, partindo do simbolo inicial como a raiz, e terminando em folhas de
terminais.

Defini¢iio 3.3 Arvore de Derivacao.

Para uma determinada Gramadtica Livre do Contexto, a representacio da
derivacéo de palavras na forma de drvore, denominada Arvore de Derivagdo,
é como segue (considere a Figura 3.2):

a) A raiz é o simbolo inicial da gramatica;

b) Os vértices interiores obrigatoriamente sdo variaveis. Se A é um vértice
interior e Xy, X2, ..., X, sdo os filhos de A, entdo A — XiXo..X é uma produgio
da gramdtica e os vértices Xy, Xp, ...,Xn estdo ordenados da esquerda para a
direita,

¢) Um vértice folha é um simbolo terminal, ou o simbolo vazio. Neste caso, o
vazio é o unico filho de seu pai (A — ¢). a

EXEMPLO 3 Arvore de Derivagdo.

A palavra aabb e a expressdo {x+x]*x dos Exemplos 1 e 2, sdo geradas pelas
arvores de derivagdo ilustradas na Figura 3.3, 4 esquerda e a direita,
respectivamente. Q

Uma dnica drvore de deriva¢ido pode representar derivacgoes distintas de
uma mesma palavra.

v




3 - Linguagens Livres do Contexto &

PANEVAN
SN N
‘ N,

X X

Figura 3.3 Arvores de derivacéo
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Figura 3.4 Arvore de derivagio

EXEMPLO 4 Arvore de Deriva¢do x Derivagées.

Na drvore representada na Figura 3.4, a palavra x+x*x pode ser gerada por
diversas derivagdes, como segue:

a) E = E+E = x+E = x+E*E = x+x*E = x+Xx*x
b) E = E+E = E+E+*E = E+E*X = E+Xx*X = X+X%X
c) E = E+E = E+E+E = x+E*E = x+x*E = x+Xx*x

d) etc... Q




Definicao 34 Derivagio mais a Esquerda (Direita).

A Derivagdo mais a Esquerda (Direita) de uma &drvore de derivacio é a
seqiiéncia de produgao aplicada sempre a varidvel mais a esquerda (direita).Q

No Exemplo 4, a) representa uma derivagdo mais a esquerda, e b) mais a
direita.

3.3 Ambigiidade

Eventualmente, uma mesma palavra pode ser associada a duas ou mais
arvores de derivacdo, determinando wuma ambigiidade. Em muitas
aplicagdes como, por exemplo, no desenvolvimento e otimizacio de alguns
tipos de algoritmos de reconhecimento, é conveniente que a gramatica usada
nio seja ambigua. Entretanto, nem sempre é possivel eliminar
ambigtidades. Na realidade, é facil definir linguagens para as quais
qualquer Gramatica Livre do Contexto é ambigua.

Definicdo 3.5 Gramatica Ambigua.

Uma Gramadtica Livre do Contexto é dita uma Gramdtica Ambigua, se existe
uma palavra que possua duas ou mais drvores de derivacao. a

EXEMPLO 5 Gramdtica Ambigua.

Relativamente ao Exemplo 4, a palavra x+x#x pode ser gerada por arvores
distintas, como ilustrado na Figura 3.5. Portanto, a gramética em questdo é
ambigua (tente desenvolver uma gramdtica n#o-ambigua para esta
linguagem). a

Notese que, no Exemplo 4, a palavra x+x*X possui mais de uma derivacao
a esquerda (direita), como segue:
a) Derivagdo mais a esquerda:
E= E+E = x+E = x+ExE = x+xxE= x+xx
E = E*E = E+E+E = x+EE = x+x+E = x+x=x

b) Derivag¢do mais a direita:

E = E+E = E+E+E = E+E*X = E4x%X = x+xX
E = E+E = Exx = E+E*x = E+xsx = x+x#x

Prova-se que, uma forma equivalente de definir ambigiiidade de uma
gramadtica € a existéncia de uma palavra com duas ou mais deriva¢des mais
a esquerda (direita).

'y
]
Z
5
g

P

s 4
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Figura 3.5 Ambigiiidade: arvores diferentes para uma mesma palavra

Definicao 3.6 Linguagem Inerentemente Ambigua.

Uma linguagem é uma Linguagem Inerentemente Ambigua se qualquer
Gramatica Livre do Contexto que a define é ambigua. Q

EXEMPLO 6 Linguagem Inerentemente Ambigua.
A linguagem:
{w | w = anbnemdm ou w = anbmemdn, n > 1, m > 1 }

é inerentemente ambigua. ]

3.4 Simplificacao de Gramaticas Livres do
Contexto

E possivel simplificar alguns tipos de produgdes sem reduzir o poder de
geracdo das Graméticas Livres do Contexto. Em geral, as simplificagoes de
gramaticas sdo usadas na construcdo e otimizagdo de algoritmos e na
demonstracdo de teoremas.

As seguintes simplifica¢oes sdo apresentadas:

e exclusdo de varidveis ou terminais nao-usados para gerar palavras;

e exclusao de producdes vazias da forma A — ¢ (se a palavra vazia
pertence a linguagem, ¢é incluida uma produgao vazia especifica para
tal fim);

o exclusido de producoes da forma A — B, ou seja, que simplesmente
substituem uma varidvel por outra e, conseqiientemente, néao
adicionam qualquer informacédo de geragao de palavras.




No texto que segue, sdo omitidas as provas de que os algoritmos
introduzidos, de fato, atingem os objetivos propostos.

Simbolos Inuteis

A exclusao de simbolos inuteis (ndo-usados na geracdo de palavras de
terminais) é realizada excluindo as produ¢des que fazem referéncia a estes
simbolos, bem como os préprios simbolos inuteis. Ndo é necessdria qualquer
modificagdo adicional nas produgbes da gramadtica. O algoritmo apresentado
é dividido em duas etapas, como segue:

a) Qualquer varidvel gera palavra de terminais. O algoritmo gera um novo
conjunto de varidveis, analisando as produgbes da gramdtica a partir de
terminais gerados. Inicialmente, considera todas as varidveis que geram
terminais diretamente (exemplo: A — a). A seguir, sucessivamente sido
adicionadas as varidveis que geram palavras de terminais indiretamente
(exemplo: B — Ab),

b} Qualquer simbolo é atingivel a partir do simbolo inicial. Apés a execugéio
da etapa acima, o algoritmo analisa as produgdes da gramitica a partir do
simbolo inicial. Inicialmente, considera exclusivamente o simbolo inicial.
Apo6s, sucessivamente as producdes da gramadtica sdo aplicadas e os
simbolos referenciados adicionados aos novos conjuntos.

Definicao 3.7 Algoritmo para Exclusao dos Simbolos Iniiteis.

Considere uma Gramatica Livre do Contexto G = (V, T, P, 8). O Algoritmo
para Exclusdo dos Simbolos Iniiteis é composto por duas etapas, como segue:

a) Etapa 1: garante que qualquer varidvel gera terminais. A gramética
resultante desta etapa é:

G1=(V1, T,Py,5)

onde V4 é construido como segue:

Vi=0;
repita

Vi=ViU{A | AsaeP e ae (TUVy* )
até que o cardinal de V{ n3o aumente;

O conjunto P{ possul os mesmos elementos que P excetuando-se as
produgdes cujas varidveis ndo pertencem a Vi;

b) Etapa 2: garante que qualquer simbolo é atingivel a partir do simbolo
inicial. A gramaitica resultante desta etapa é:

Gp = (V2, To, Py, S)

onde Vs e Ty sdo construidos como segue:




To=0;

Vo={S};

repita
Vo=VoU{A | X>aABe Py, Xe Va};
To=Tou{a \ X>oaBe Py, XeVa}

até gue os cardinais de V2 e Tp n3o aumentem;

O conjunto P2 possui os mesmos elementos que P{ excetuando-se as
produgdes cujos simbolos ndo pertencem a Vo ou Top. a

Deve-se reparar que se as etapas acima forem executadas em ordem
inversa (etapa 2 antes da 1), o algoritmo pode ndo gerar o resultado desejado.
Para demonstrar, é suficiente apresentar um contra-exemplo, o que se
sugere como exercicio (lembre-se que, uma demonstracao por contra-exemplo
é, de fato, uma demonstrag¢io por absurdo).

EXEMPLO 7 Exclusdo dos Simbolos Iniiteis.

Considere a seguinte Gramitica Livre do Contexto:
G=({S,A B,C},{a,b,c}, P,S), onde:
P={S—aAalbBb,A—alS,C—oc)

A exclusao dos simbolos inuteis é como segue:

a) Qualquer varidvel gera palavra de terminais. A coluna ‘"iteracao"
representa o numero de ciclos do comando repita-até, e a coluna
"varidveis" o conjunto de varidveis construido apés a iteragao:

iteracéo varidveis

inicio %]
1 {A,C}
2 {A,C, S8}
3 {A,C, S}

O algoritmo pdra na terceira iteragdo, pois nenhuma varidvel foi
adicionada ao conjunto. A producdo S — bBb é excluida, pois B nio
pertence ao novo conjunto de variaveis;

b) Qualquer simbolo é atingido a partir de S.

iteracao varidveis terminais
inicio {S} %]
1 {S, A} {a}

2 {S, A} {a}




A producdo C — c é excluida, pois C e ¢ nao pertencem aos novos
conjuntos de varidveis e terminais, respectivamente. A gramdtica
resultante é a seguinte:

G=({S,A},{a}, P, S), onde:

P={S>aAa,A—alS) O

Producoes Vazias

A exclusao de produgtes vazias (da forma A — g pode determinar
modificacdes diversas nas produgdes da gramadtica. O algoritmo é dividido em
trés etapas, como segue:

a) Varidveis que constituem producdes vazias. Considera, inicialmente,
todas as varidveis que geram diretamente ¢ (exemplo: A — g). A seguir,
sucessivamente sdo determinadas as varidveis que indiretamente geram ¢
(exemplo: B — A);

b} Exclusdo de produc¢ées vazias. Inicialmente, sdo consideradas todas as
produgdes nio-vazias. A seguir, cada produgdo cujo lado direito possui

uma varidvel que gera a palavra vazia, determina uma producio
adicional, sem esta variavel;

¢) Inclusdo de geracdo da palavra vazia, se necessdrio. Se a palavra vazia
pertence a linguagem, entdo é incluida uma producao para gerar a
palavra vazia.

Definicao 3.8 Algoritmo para Exclusao das Producgoes Vazias.

Considere uma Gramdtica Livre do Contexto G = (V, T, P, S). O Algoritmo
para Exclusdo das Produgées Vazias é composto por trés etapas, como segue:

a) Etapa 1: Conjunto de varidveis que constituem producées vazias. O
algoritmo para construir Vg (conjunto das varidveis que geram ¢) é o
seguinte:

Ve={A| Ase};
repita
Ve=VeU{X | X X{.Xne P tal que Xi,... Xne Ve }

até que o cardinal de V¢ nfo aumente;

b) Etapa 2: Conjunto de producées sem producbes vazias. A gramitica
resultante desta etapa é:

G1=(V,T,Py,S)

onde P é construide como segue:
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Pi={A-alaze};
repita
para toda A—oae Py e Xe Vg tal que a=aXay e o0 £ €
faca P1=P1U{A > a0}
até que o cardinal de P{ n3o aumente;
¢) Etapa 3:inclusdo de geragéo da palavra vazia, se necessdrio. Se a palavra
vazia pertence a linguagem, entdo a gramdtica resultante desta etapa é:
G2 =(V, T, P2, S) onde:
P2=P1u{S—>¢} o
EXEMPLO 8 Exclusdo das Producées Vazias.

Considere a seguinte Gramatica Livre do Contexto:
G=({8 X, Y}, {a b}, P, S), onde:
P={S—aXal|lbXble XoalblyY, Y se)

A exclusao das producdes vazias é como segue:

a) Conjunto de varidveis que geram ¢.

iteracdo Ve
inicio {S,Y}
1 {S,Y, X}
2 {S,Y, X}

b) Conjunto de produgées sem produgdes vazias.

iteragao produgdes
inicial {S—aXalbXb,X—al|b|Y)
1 {S—aXa|bXblaalbbX-salblY}
2 {S—aXa|bXblaal|bb,X—alblY}

¢) Inclusdo da gerag¢do da palavra vazia. Como a palavra vazia pertence a
linguagem, § — ¢ é incluida no conjunto de producdes.

A gramatica resultante é a seguinte:
G=({S,X, Y}, {a b}, P, S), onde:
P={S—aXalbXblaalbble, X—alblY}

Deve-se reparar que Y, originalmente um simbolo util, resultou em um
simbolo inutil. Ou seja, a exclusdo de produgdes vazias gerou um simbolo
initil. Veja adiante secio especifica sobre a combinacao de simplificagoes de
gramaticas. a
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Producoes da Forma A —»B

Uma producdo da forma A — B ndo adiciona informacdo alguma em
termos de geracgdo de palavras, a nado ser que a varidvel A pode ser substituida
por B. Neste caso, se B — o, entdo a produgdo A — B pode ser substituida por A
— o. A generalizagdo desta idéia é o algoritmo proposto, dividido em duas
etapas, como segue:

a) Constru¢do do fecho da cada varidvel. Entende-se por fecho de uma
variavel o conjunto de varidveis que podem substitui-la transitivamente.
Ou seja, se A— BeB — C, entdo B e C pertencem ao fecho de A;

b) Exclusdo das producgées da forma A — B. Substitui as produgoes da forma
A — B por producdes da forma A — o, onde o é atingivel a partir de A
através de seu fecho.

Definicio 3.9 Algoritmo para Excluséo das Produgées da Forma A — B.

Considere uma Gramatica Livre do Contexto G=(V, T, P, S). O Algoritmo para
Exclusao de Produgées da Forma A — B é composto por duas etapas, como
segue:

a) Construcdo do fecho da cada varidvel.

para toda A e V
faca FECHO-A={B | AzBeA=+*B

usando exclusivamente producdes da forma X—Y };

b) Exclusdo das producdes da forma A — B. A gramdtica resultante desta
etapa é:

Gi=(V,T, Py, 8)

onde Pq é construido como segue:

Pi={A-a| ae V)

para toda A € V e B € FECHO-A

faca se B> aePeacelV
entdo Pi=Piu{A->al;

EXEMPLO 9 Exclusdo das Producgées da Forma A — B.

Considere a seguinte Gramatica Livre do Contexto:
G=({S X}, {a b}, P,S), onde:
P={S—aXa|bXb, X—>alb|S|e}

A exclusao da produgéo X — S é como segue:

a) Construgdo do fecho de cada varidvel.
FECHO-S = &
FECHO-X = (S}
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b) Exclusdo das producées da forma A — B. Construgdo do conjunto de
produgdes (a coluna iteracdo representa a execucdo do algoritmo para a
varidvel referenciada):

iteragao producoes
inicial {S—aXa|bXo,X—>alb|e)
S {S—aXa!bXb,X-alb]e)
X {S—aXa|bXbX-—alblelaxa]bxo}

A gramdtica resultante é a seguinte:
G=({S X} {a b} P, S), onde:
P={S—aXa|bXb,X—al|b|elaXa|bxb) Q

Simplificagoes Combinadas

Deve-se reparar que ndo é qualquer segiiéncia de simplificacdo de
gramdtica que atinge os resultados desejados. Por exemplo, em uma
gramdtica sem simbolos inuteis, mas com producdes da forma A — B, o
algoritmo para excluir este tipo de produgio pode gerar simbolos intteis (por
qué?). Portanto, caso os algoritmos sejam combinados, a seguinte seqiiéncia
de simplificacao é recomendada:

a) Exclusao de produgées vazias;
b) Exclusdo de produgées da forma A — B;

¢) Exclusdo de simbolos intteis.

3.5 Formas Normais

As formas normais estabelecem restricbes rigidas na definicdo das
produgdes, sem reduzir o poder de geracdo das Gramdticas Livres do
Contexto. Sao usadas principalmente no desenvolvimento de algoritmos (com
destaque para reconhecedores de linguagens) e na prova de teoremas.

As formas normais introduzidas sio as seguintes:
* Forma Normal de Chomsky onde as produgdes sio da forma:
A—-BC ou A-a
* Forma Normal de Greibach onde as produgdes sio da forma:
A - ac

onde o é uma palavra de varidveis.
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Para cada caso, é apresentado um algoritmo de conversio de uma
Gramatica Livre do Contexto qualquer para a correspondente forma normal.
As provas de que os algoritmos atingem os objetivos propostos sdo omitidas.

3.5.1 Forma Normal de Chomsky

Definicio 3.10 Forma Normal de Chomsky.

Uma Gramatica Livre do Contexto é dita na Forma Normal de Chomsky
(FNC) se todas as suas produgdes sio da forma:

A—-BC ou A-—>a

onde A, B e C sdo varidveis e & é um terminal. Q

O algoritmo a seguir transforma uma Gramadtica Livre do Contexto
qualquer, cuja linguagem gerada ndo possua a palavra vazia, em uma
graméatica na Forma Normal de Chomsky. O algoritmo é dividido em trés
etapas, como segue:

a) Simplificacdo da Gramdtica. Simplifica a gramética excluindo as
produgdes vazias (como a linguagem néo possui a palavra vazia, todas as
producdes da forma A — ¢ podem ser excluidas), produgtes da forma A —
B (se o lado direito de alguma producéo tiver somente um simbolo, este
sera terminal) e, opcionalmente, os simbolos inuteis;

b) Transformacdo do lado direito das produgdes de comprimento maior ou
igual a dois. Garante que o lado direito das produgGes de comprimento
maior ou igual a dois é composto exclusivamente por varidveis. A exclusido
de um terminal a pode ser realizada substituindo-o por uma varidvel
intermedidria C, e incluindo a produgdo C; — 3;

¢) Transformagdo do lado direito das produgdes de comprimento maior ou
igual a trés, em produgées com exatamente duas varidveis. Garante que o
lado direito das producgdes de comprimento maior do que um € composto
exatamente por duas varidveis. Apdés a execugdo da etapa acima, o lado
direito das produgbes da forma A — BiB2.By (n 2 2) é composto
exclusivamente por varidveis. Portanto, para concluir a transformagéio, ¢é
suficiente garantir que o lado direito é composto por exatamente duas
variaveis. Isto é possivel gerando BiBp.B, em diversas etapas, usando
varidveis intermedidrias.

Definicio 3.11 Algoritmo para Transformar uma GLC na FNC.

Considere uma Gramadtica Livre do Contexto G=(V, T, P, S), tal que € ¢ L(G). O
Algoritmo para Transformar uma GLC na Forma Normal de Chomsky é
como segue:




3 - Linguagens Livres do Contexto PD

a) Etapa 1: Simplificagdo da Gramdtica. As seguintes simplificacdes:
¢ produgdes vazias;
e produgdes da forma A — B;
¢ simbolos inuteis (opcional);

devem ser realizadas usando os algoritmos de simplificagdo introduzidos
anteriormente, resultando na gramatica:

G1={Vi, Ty, Py, §)

b) Etapa 2: Transformagdo do lado direito das produgées de comprimento
maior ou igual a dois. A gramética resultante desta etapa é:

G2 = (Vo, Tq, P2, §)

onde Vp e Py séo construidos como segue:

Vo = Vy;

P2 = Py;

para toda A — XiXo.Xp € P2 tal que n>2

faca se para r € {1..,n}, X é um simbolo terminal

entdo (suponha X;=a)
Vo = Vo u {Cal;
substitui & pela varidvel C; em A — XiXo..X; € Pa;
P, = Pp u{Ch — a};
¢) Etapa 3: Transformag¢do do lado direito das producdes de comprimento

maior ou igual a trés, em produgbes com exatamente duas varidveis. A
gramatica resultante desta etapa é:

Gs = (V3, Ty, P3, S)
onde V3 e P3 sdo construidos como segue:
V3 = Vp;

P3 = P2;
para toda A — BB2.B;, € P3 tal que n>3

faca P3 = P3 — {A — ByB2.By };
Va3 = V3 u {Dy,..Dn2 };
P3 = P3 U {A — ByDy, Dy — BaDy, .,

Dn3 — BnoDn2, Dn2 — BpiBy };

EXEMPLO 10 Transformacdo de uma GLC na FNC.

Considere a gramadtica Gp que gera expressdes aritméticas introduzida no
Exemplo 2:

Go=({E}, {+ =[], x}, P2, E), onde:

Po={E—E+E | E<E | [E] | x}

a) Simplificagdo. A gramdtica ja esta simplificada;
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b) Varidveis do lado direito. Excetuando-se a produgdo E — x, as demais
devem ser substituidas como segue:
E — EC,E | EC.E | C(EC,
Ci—o+
C* — *
Ci— 1
C)—]
¢} Exatamente duas varidveis do lado direito. As produgdes:
E — EC.E | EC.E | C[EC

necessitam ser substituidas como segue:
E—EDy | ED; | CD3
Dy — C,E
D; — C:E
D3 — EC

A gramadtica na Forma Normal de Chomsky resultante é a seguinte:
G2' = ({E, C4, Cx, Cp, G, Dy, D2, D3}, {+, *, [, ], x}, P2, E), onde:
Py'=(E —EDy | ED2 | CD3 | x,
D1 -» C,E, D2 — C.E, D3 — EC;,
Ci >+ Ci=*C-[C -]} Qa

3,52 Forma Normal de Greibach

Definicio 3.12 Forma Normal de Greibach.

Uma Gramadtica Livre do Contexto é dita na Forma Normal de Greibach
(FNG) se todas as suas produgoes séo da forma:

A— ax

onde A é uma varidvel, a é um terminal e o é uma palavra de variaveis. a

O algoritmo a seguir transforma uma Gramatica Livre do Contexto
qualquer, cuja linguagem gerada ndo possua a palavra vazia, em uma
graméatica na Forma Normal de Greibach. O algoritmo é dividido nas
seguintes etapas:

a) Simplificaggdo da Gramdtica. Andloga a correspondente etapa do
algoritmo referente a Forma Normal de Chomsky;

b) Renomea¢do das varidveis em uma ordem crescente qualquer. As
variaveis da gramdtica sdo renomeadas em uma ordem crescente
qualquer, como, por exemplo, Ay, Ap, ..., Ay, onde n é o cardinal do conjunto
de varidveis. Diferentes critérios de renomeagdo podem resultar em
diferentes gramaéticas na Forma Normal de Greibach. Entretanto, todas
séo equivalentes (geram a mesma linguagem);
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c)

Transforma¢do de produgbes para a forma A — Asa, onde r < s. As
produgdes sido modificadas garantindo que a primeira varidvel do lado
direito é maior ou igual que a do lado esquerdo, considerando a ordenacao
da etapa anterior. As produgdes A; — Agol tais que r > s sdo modificadas
substituindo a varidvel As pelas suas correspondentes produgdes (Ag —»
B ... | Bm), resultando em A, — Bja I o Bmot e assim sucessivamente.
Entretanto, como o conjunto de varidveis é finito, existe um limite para as
produgdes crescentes, que pode ser a geracdo de um terminal (A, — aa) ou
de uma recursao (A; — A);

d) Exclusdo das recursées. da forma Ar — Aqx. As recursdes (i esquerda)

e)

f)

podem existir originalmente na gramadtica, ou serem geradas pela etapa
anterior. A eliminacfo da recursio a esquerda pode ser realizada
introduzindo varidveis auxiliares e incluindo recursio a direita (B; — aBy);

Um terminal no inicio do lado direito de cada producdo. Apés a execugio
da etapa anterior, todas as produgdes da forma A; — Ao sdo tais que r < s.
Conseqiientemente, as producdes da maior variavel A, sé podem iniciar
por um terminal no lado direito. Assim, se em An.1 — Apa for substituido A,
pelas suas correspondentes produgdes (exemplo: Ay — aP), o lado direito
das produgdes de Apy também iniciardo por um terminal (exemplo: Ay.f —
ao). A repeticdo do algoritmo para Apn.p,...,A1 resultard em producdes
exclusivamente da forma A; — aq;

Produgées na forma A — aa onde « é composta por varidveis. E andloga a
correspondente etapa do algoritmo relativo & Forma Normal de Chomsky.

Definicao 3.13 Algoritmo para Transformar uma GLC na FNG.

Considere uma Gramatica Livre do Contexto G=(V, T, P, S), tal que € ¢ L(G). O
Algoritmo para Transformar uma GLC na Forma Normal de Greibach é
como segue:

a) Etapa 1: Simplificagdo da Gramdtica. As seguintes simplificacoes:

¢ produgoes vazias;
¢ producgoes da forma A — B;
¢ simbolos intteis (opcional);

devem ser realizadas usando os algoritmos de simplificacdo introduzidos
anteriormente, resultando na gramatica:

Gi=(V1,T1, Py, §)

b) Etapa 2: Renomeagdo das varidveis em uma ordem crescente qualquer. A

gramatica resultante desta etapa é:
Gz =(V2, T1, P2, §)

onde V2 e P2 sdo construidos como segue (suponha que o cardinal de V{ é n):

Vo ={A1, Ag, ..., A} é V1 onde as varidveis sdo renomeadas;
P> é Py renomeando as varidveis nas produgoes;
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c) Etapas 3 e 4: Transformag¢do de produgées para a forma Ar — Asc, onde r <
s e exclusdo das recursées da forma Ar — Apx. A gramitica resultante
destas duas etapas realizadas em conjunto é:

Gz =(V3, Ty, P3, S)

onde V3, P3 sdo construidos como segue, supondo que o cardinal de Vs é n:

P3=P2
para [ variando de 1 até n
faca
para S variando de 1 até r-1 Etapa 3
faca para toda Ar - Aso € P3
faca excluir Ar — Aso de P3;
para toda As — B € P3
faca Pz = Pz u {Ar » Ba}

para toda Ar > A € P3 Etapa 4
faca excluir Ay —» Ao de P3;
Vg = Vg u {Br}:

Ps3 Py u{B » a}u {B — aBr}:

para toda A — ¢ € P3 tal que ¢ n8o inicia por Ar e
alguma A —» A foi excluida

faca Pz = P3 u {A — ¢B/};

d) Etapa 5: Um terminal no inicio do lado direito de cada produg¢ao. A
gramatica resultante desta etapa é:

G4 =(V3, T1,Pa, 5)

onde P4 é construido como segue:

P4=P3; .
para [ variando de n-1 até 1 e toda Ay — Aga € P4
faca excluir A; — Ago de Pg4:

para toda As — B de P4

faca Pgq = Pg u {A - Ba};

Também é necessdrio garantir que as produgdes relativas as variaveis
auxiliares By iniciam por um terminal do lado direito, como segue:

para toda By — Agfy

faca excluir By — AgPy de Py
para toda Ag — aa
faca P4 = Pg4 U { By —» aof; };

e) Etapa 6: Produg¢des na forma A — aa onde o é composta por varidvels. E
andloga A correspondente etapa do algoritmo relativo & Forma Normal de
Chomsky. ]

Py
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EXEMPLO 11 Transforma¢do de uma GLC na FNG.

Considere a seguinte Gramatica Livre do Contexto:

G={({S, A}, {a, b}, P, S), onde:
P={S— AA|aA—SS|b}

A transformacdo na correspondente Forma Normal de Greibach é como

segue:

a) Simplificacdo. A gramatica ji estd simplificada;

b) Renomeag¢do das varidveis em ordem crescente. As varidveis S e A séo
renomeadas para Ay e Ap, respectivamente. As produgdes da gramatica
ficam como segue:

Ay > AdAr | a
A2 — AtAr | b

¢) A — Agso, com r<se recursoes Ay — A. A producdo A — A1Ay necessita ser

modificada. As produgdes da gramadtica ficam como segue:

Al — AAy | a

A2 — AsAoAq | aAr | b
A produgdo Az — AsArA; contém um recursdo. Portanto, é necesséario
introduzir uma varidvel auxiliar B, como segue:

Ar— AsAs | a

Ar —aAr | b | aAB | bB

B — AjAr | A2A¢B

d) Terminal no inicio de cada lado direito das produg¢ées. O lado direito das
produgoes da maior varidvel Ay iniciam por um terminal. Substituindo Aj
no lado direito de Ay — AjAs pelas suas correspondentes derivagdes, as
produgdes de A1 também iniciardo por um terminal:

A1 — aAiAz | bAy | aA{BA; | bBAy | a
Ap —aAy | b | aAB | bB
B — AsA1 | AA(B
As produgdes referentes a varidvel B também sdo modificadas:
B — aAiA; | bA1 | aABA; | bBA¢ | aA1A1B | bA{B | aA1BA{B | bBA¢B
e) A — ao, com « composta exclusivamente por varidveis. Nenhum

procedimento é necessario, pois as produgdes jd se encontram nesta
forma.

A gramadtica na Forma Normal de Greibach resultante é a seguinte:

G = ({Ay, Az, B}, {a, b}, P, Aj), onde:
P={Af;— aAiAz | bAy | aAsBA; | bBAs | a,
Ay — aAj | b | aAB | bB,
B — aAjA; | bA1 | aAiBA¢ | bBA1 | aA1A{B | bA{B | aA1BA{B | bBA{B} @




104 Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes

3.6 Recursao a Esquerda

Em diversas situagdes, como no desenvolvimento de algoritmos
reconhecedores, é desejavel que a gramadtica que representa a linguagem nio
seja recursiva a esquerda.

Entende-se por recursio a esquerda a ocorréncia da seguinte situacio:
A=t Ao
Ou seja, uma varidvel deriva ela mesma, de forma direta ou indireta,
como o simbolo mais a esquerda de uma subpalavra gerada.

A transformagio de uma gramaética qualquer em uma sem recursdo a
esquerda pode ser realizada executando as quatro primeiras etapas do
algoritmo referente & Forma Normal de Greibach, que sdo as seguintes:

a) Etapa 1: Simplificacao da Gramdtica;
b) Etapa 2: Renomeag¢do das varidveis em uma ordem crescente qualquer;
¢) Etapa 3: Qualquer producao é da forma A, — Aga, onde r<s;

d) Etapa 4: Exclusdo das recursées da forma Ay — Aqr.

3.7 Automato com Pilha

Analogamente as Linguagens Regulares, a Classe das Linguagens Livres
do Contexto pode ser associada a um formalismo do tipo autémato,
denominado Autémato com Pilha.

O Autémato com Pilha é andlogo ao Autémato Finito, incluindo uma pilha
como memoéria auxiliar e a facilidade de nao-determinismo. A pilha é
independente da fita de entrada e n&o possui limite méximo de tamanho
("infinita"). Estruturalmente, sua principal caracteristica é que o ultimo
simbolo gravado é o primeiro a ser lido, como ilustrado na Figura 3.6. A base
de uma pilha é fixa e define o seu inicio. O topo é varidvel e define a posi¢do do
dltimo simbolo gravado.

A facilidade de nao-determinismo é importante e necessdria, pois
aumenta o poder computacional dos Autématos com Pilha, permitindo
reconhecer exatamente a Classe das Linguagens Livres do Contexto. Por
exemplo, o reconhecimento da linguagem:

{wwr | weé palavra sobre {a, b}}

86 é possivel por um Autdémato com Pilha Nao-Deterministico.
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gravagao s, #  |eitura
N — top 0
sentido |
de .
crescimento

base

Figura 3.6 Estrutura do tipo pilha

Embora o poder computacional do Autémato com Pilha seja muito
superior ao do Autémato Finito, ainda é restrito, nao sendo possivel
reconhecer linguagens simples, como, por exemplo:

{ww | w é palavra sobre {a,b}} ou {anbnen | n>0}

Um resultado interessante mostrado adiante é que qualquer Linguagem
Livre do Contexto pode ser reconhecida por um Autémato com Pilha com
somente um estado (ou trés estados, dependendo da definigdo). Isto significa
que a estrutura de pilha é suficiente como unica memoéria, nao sendo
necessdrio usar os estados para "memorizar" informacgdes passadas. Ou
seja, a estrutura de estados no Autémato com Pilha poderia ser excluida sem
reduzir o poder computacional.

3.7.1 Definicio do Autémato com Pilha

O modelo Automato com Pilha possui duas definicées universalmente
aceitas que diferem no critério de parada do autémato, como segue:

¢ o valor inicial da pilha é vazio e o autémato para aceitando ao atingir
um estado final;

¢ a pilha contém, inicialmente, um simbolo especial denominado simbolo
inicial da pilha. Nio existem estados finais e o autémato para aceitando
quando a pilha estiver vazia.

As duas definigdes sao equivalentes (possuem o mesmo poder
computacional), sendo facil modificar um Autémato com Pilha para
satisfazer a outra defini¢do. Nesta publicagio, é adotada a com estados finais.

Um Autémato com Pilha ou Autémato com Pilha Nao-Deterministico é
composto, basicamente, por quatro partes, como segue:

a) Fita. Andloga a do Autémato Finito;




106 Linguagens Formais e Automatos - P. Blauth Menezes

b) Pilha. Memoéria auxiliar que pode ser usada livremente para leitura e
gravacao;

¢) Unidade de Controle. Reflete o estado corrente da maquina. Possui uma
cabeca de fita e uma cabega de pilha;

d) Programa ou Fung¢do de Transi¢do. Comanda a leitura da fita, leitura e
gravacdo da pilha e define o estado da mdquina.

A pilha é dividida em células, armazenando, cada uma, um simbolo do
alfabeto auxiliar (pode ser igual ao alfabeto de entrada). Em uma estrutura do
tipo pilha, a leitura ou gravacdo é sempre na mesma extremidade,
denominada topo. Ndo possui tamanho fixo e nem mdximo, sendo seu
tamanho corrrente igual ao tamanho da palavra armazenada. Seu valor
inicial é vazio.

A unidade de controle possui um ntémero finito e predefinido de estados.
Possui uma cabeca de fita e uma cabeca de pilha, como segue:

a) Cabeca da Fita. Unidade de leitura a qual acessa uma célula da fita de
cada vez e movimenta-se exclusivamente para a direita. E possivel testar
se a entrada foi completamente lida;

b) Cabe¢a da Pilha. Unidade de leitura e gravagdo a qual move para a
esquerda (ou "para cima") ao gravar e para a direita (ou "para baixo") ao
ler um simbolo. Acessa um simbolo de cada vez, estando sempre
posicionada no topo. A leitura exclui o simbolo lido. E possivel testar se a
pilha estd vazia. Em uma mesma operagdo de gravagdo, € possivel
armazenar uma palavra composta por mais de um simbolo. Neste caso, o
simbolo do topo é o mais a esquerda da palavra gravada.

O programa é uma fungdo parcial que, dependendo do estado corrente,
simbolo lido da fita e simbolo lido da pilha, determina o novo estado e a
palavra a ser gravada (na pilha). Possui a facilidade de movimento vazio
(andloga a do Autémato Finito), permitindo mudar de estado sem ler da fita.

Definicdo 3.14 Autémato com Pilha.

Um Autémato com Pilha Ndo-Deterministico (APN) ou simplesmente
Autémato com Pilha (AP)M é uma 6-upla:

M=(2,Q,8 q.F V)

onde:
Y alfabeto de simbolos de entrada;
Q  conjunto de estados possiveis do autdmato o qual é finito;
&  funcdo programa ou de fun¢do de transi¢do:
§:Ax (T u{e 2Nx (VU (e 7)) — 2V

a qual é uma funcao parcial;
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estado anterior novo estado

simbolo lido da fita = palavra gravada na pilha

simbolo lido da pilha
Figura 3.7 Representacao da funcao programa como um grafo

Qo estado inicial do autdbmato tal que qg é elemento de Q;
F conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q,
V. alfabeto auxiliar ou alfabeto da pilha. Q

As seguintes caracteristicas da funcio programa devem ser consideradas:

* a fungdo pode ndo ser total, ou seja, indefinida para alguns
argumentos do conjunto de partida; a omissdo do parametro de leitura,
representada por "?", indica o teste de pilha vazia ou toda palavra de
entrada lida;

* o simbolo € na leitura indica a facilidade de movimento vazio da fita ou
da pilha (o autémato nao 16 nem move a cabeca). Note-se que, para o
movimento ser considerado nao-deterministico, é suficiente que o
movimento seja vazio na fita;

* o simbolo € na gravagio indica que nenhuma gravacao é realizada na
pilha (e ndo move a cabeca).

Por exemplo, 8(p, ?, €) = {(q, €)} indica que no estado p se a entrada foi
completamente lida, nio 18 da pilha, assume o estado g e ndo grava na pilha.
A funcdo programa pode ser representada como um grafo direto, como
ilustrado na Figura 3.7.

O processamento de um Autdémato com Pilha, para uma palavra de
entrada w, consiste na sucessiva aplicacdo da funcdo programa para cada
simbolo de w (da esquerda para a direita) até ocorrer uma condicio de parada.
Entretanto, é possivel que um Autdémato com Pilha nunca atinja uma
condigdo de parada. Neste caso, fica processando indefinidamente (ciclo ou
loop infinito). Um exemplo simples de ciclo infinito é um programa que
empilha e desempilha um mesmo simbolo indefinidamente, sem ler da fita.
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Um Autémato com Pilha pode parar aceitando ou rejeitando a entrada ou
ficar em loop infinito, como segue:

a) Um dos caminhos alternativos assume um estado final: 0 autémato para e
a palavra é aceita;
b) Todos os caminhos alternativos rejeitam a entrada: o autémato pdra e a

palavra é rejeitada;

¢) Pelo menos um caminho alternativo estd em loop infinito e os demais
rejeitam (ou também estdo em loop infinito): o autémato estd em loop
infinito.

Para definir formalmente o comportamento de um Autémato com Pilha, é
necesséario estender a definicdo da func¢do programa usando como argumento
um estado e uma palavra. Esta extensao é sugerida como exercicio.

As seguintes notacdes sdo adotadas (suponha que M é um Automato com
Pilha):
a) ACEITA(M) ou L(M): conjunto de todas as palavras de >* aceitas por M;
b) REJEITA(M): conjunto de todas as palavras de X* rejeitadas por M;

¢) LOOP(M): conjunto de todas as palavras de X* para as quais M fica
processando indefinidamente.

As seguintes afirmacgées sdo verdadeiras:
e ACEITAM) n REJEITA(M) n LOOP(M) = &
e ACEITA(M) U REJEITA(M) u LOOP(M) = >*
e 0 complemento de:
ACEITA(M) é REJEITA(M) U LOOP(M)
REJEITA(M) é ACEITA(M) «w LOOP(M)
LOOP(M) é ACEITA(M) U REJEITA(M)

EXEMPLO 12 Autémato com Pilha.
Considere a seguinte linguagem introduzida no Exemplo 1:
Li={an | n>0}

O Autémato com Pilha My =({a, b}, {qo. a1, g1}, 81, do, { g}, {B}), onde 81 é como
abaixo, é tal que ACEITA(M{) =Ly (o conjunto LOOP(M1) é vazio?):

81 (qo. a, €) = {(do. B)} ]

31 (90, b, B) = {(91, €} } ]
31 (q0, 7, ) = {{ar, &)} !
31 (a1, b, B)={(a1, &)}
8191, 7, 7 ={{ar €)}
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(a, & a) (a, a, &)
(b, & b) (b, b, &)

Figura 3.9 Grafo do Autémato com Pilha

O autdmato pode ser representado pelo grafo ilustrado na Figura 3.8. Note-se
que o autémato ¢ deterministico. No estado qp, para cada simbolo a lido da fita
¢ armazenado um simbolo B na pilha. No estado q1, é realizado um batimento,
verificando se para cada simbolo b da fita, existe um correspondente B na
pilha. O algoritmo somente aceita se ao terminar de ler toda a palavra de
entrada a pilha estiver vazia. ]

EXEMPLO 13 Autémato com Pilha.
Considere a seguinte linguagem:
Lz ={ww' | w pertence a{a, b}*}

O automato Mg ilustrado na Figura 3.9 é tal que ACEITA(M3) = L3 (0 conjunto
LOOP(M3) é vazio?). Note-se que M3 é nio-deterministico devido ao movimento
vazio de gg para g1. Adicionalmente, o alfabeto auxiliar é igual ao de entrada.
Em Qo, € empilhado o reverso do prefixo. A cada simbolo empilhado, ocorre
um movimento nio-determinista para g1 o qual verifica se o sufixo da palavra
¢ igual ao conteddo da pilha. a

EXEMPLO 14 Autémato com Pilha.
Considere a seguinte linguagem:

L ={anbmamm | n>0 m>0}



110 Linguagens Formais e Automatos - P. Blauth Menezes

4 ¢ |

(a, &, X) (b, &, X) (a, X, ¢

Figura 3.10 Grafo do Autémato com Pilha

O autémato ndo-deterministico Mg ilustrado na Figura 3.10 é tal que
ACEITA(M4) = Ls (0 conjunto LOOP(Ms) é vazio?). My empilha um simbolo
auxiliar X para cada a ou b em ¢ ou gy, respectivamente. Apods, em G, verifica
se o numero de a no sufixo é igual ao de X empilhado. Q

3.72 Autémato com Pilha e Linguagens Livres do Contexto

A classe das linguagens reconhecidas pelos Autématos com Pilha é igual
a Classe das Linguagens Livres do Contexto (ou seja, é igual a classe das
linguagens geradas pelas Gramaticas Livres do Contexto). A demonstragéo
apresentada a seguir é dividida em dois teoremas. O primeiro teorema
apresenta a construcio de um AP a partir de uma GLC qualquer, permitindo
estabelecer as seguintes conclusdes:

e a construgio de um reconhecedor para uma Linguagem Livre do
Contexto a partir de sua gramdtica é simples e imediata;

e qualquer Linguagem Livre do Contexto pode ser reconhecida por um
Autémato com Pilha com somente um estado de controle légico, o que
significa que a facilidade de memorizagdo de informages através de
estados (como nos Autdmatos Finitos) ndc aumenta o poder
computacional dos AP.

Teorema 3.15 Gramatica Livre do Contexto — Autémato com Pilha.

Se L é uma Linguagem Livre do Contexto, entdo existe M, Automato com Pilha
tal que ACEITA(M) = L.

Prova: Suponha que a palavra vazia ndo pertence a L. A demonstragao
consiste na constru¢io de um Autdmato com Pilha a partir da gramadtica
transformada na Forma Normal de Greibach (produgdes da forma A — aa, o
palavra de variaveis). O Autdmato com Pilha gerado simula a derivagdo mais
a esquerda, como segue (suponha a producio A — aa):

¢ lé o simbolo a da fita;
¢ 12 0 simbolo A da pilha; ‘
e empilha a palavra o.
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(a1, Aq, atq)

(an, An, ap)

Figura 3.11 Grafo do AP construido a partir de uma graméatica na FNG -

O O O

¢

(a, S, B)
(a, S, SB)
(b, B, ¢)

Figura 3.12 Grafo do AP construido a partir de uma gramatica na FNG

A simulagdo acima é realizada para cada producfo, usando um tnico estado
de controle. A construgdo do AP M a partir da gramatica G=(V, T, P, S) é como
segue (veja a Figura 3.11):

* seja G = (V, T, P, 8), a transformacdo de G na Forma Normal de
Greibach;

* seja M=(T' {qo g1, q}, 8, 9o, {91}, V'), onde:
8(qo, &, €) = { (a1, 8})
8(at,a,A)={(ar, o) | A > ace P}

)=

(a1, 2, 7) = {{a1, €) }

A demonstracdo de que ACEITA(M) = GERA(G') é realizada por indugdo no
numero de movimentos de M (ou derivagio de G') e é sugerida como exercicio.
Como o autdmato pode ser modificado para tratar a palavra vazia? a

EXEMPLO 15 Construgdo de um AP a partir de uma Gramdtica na FNG.

A linguagem (compare com a linguagem Ly introduzida no Exemplo 1 - por

que a diferenga?): ‘
Ls={am" [ n>1}

representada pela seguinte gramatica na Forma Normal de Greibach:

Gs=({S, B} {a b} Ps5 S), onde:
Ps={S— aB| aSB, B — b}
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é reconhecida pelo Autémato com Pilha Ms=({a, b}, {q0. g a}, 85, 9o, {ar}. {S, B})
ilustrado na Figura 3.12, construido a partir de Gs. Qa

As seguintes proposicoes sdo coroldrios do Teorema 3.15.

Corolario 3.16 Automato com Pilha x Numero de Estados.
Se L é uma Linguagem Livre do Contexto, entdo:

a) Existe M, Autémato com Pilha com controle de aceitagao por estados finais,
com somente trés estados tal que ACEITAM) = L;

b) Existe M, Autémato com Pilha com controle de aceitacdo por pilha vazia,

com somente um estado tal que ACEITAM) = L. 3

O detalhamento da demonstragéo do item b) do Coroldrio 3.16 é simples e é
sugerida como exercicio.
Corolario 3.17 Existéncia de um Autémato com Pilha que Sempre Para.

Se L é uma Linguagem Livre do Contexto, entdo existe M, Autdmato com
Pilha tal que:

ACEITAM) = L
REJEITAM) = 3 * - L
LOOP(M) = & a

QOu seja, para qualquer Linguagem Livre do Contexto existe um Autémato
com Pilha que sempre para para qualquer entrada (por qué?).

A demonstracdo do seguinte teorema é omitida.

Teorema 3.18 Automato com Pilha — Gramatica Livre do Contexto.

Se L é aceita por um Autémato com Pilha, entdo L é Linguagem Livre do
Contexto. Q

Observacio 3.19 Estados x Poder Computacional dos Autématos com Pilha.

A combinacido dos seguintes resultados:

e Corolario 3.16;
e Coroldrio 3.17;
¢ Teorema 3.18;

comprovam que o uso dos estados como "meméria” néo aumenta o poder de
reconhecimento do Autémato com Pilha. a
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3.7.3 Numero de Pilhas e o Poder Computacional

O Autémato com Pilha é um modelo fregiientemente referenciado em
estudos aplicados e formais pois, além da estrutura de pilha ser adequada
para implementacdo em computadores, poucas modifica¢bes sobre a
definicdo  bdsica determinam  significativas alteracdes no  poder
computacional. Especificamente, os principais estudos de linguagens e
computabilidade podem ser desenvolvidos usando exclusivamente o AP,
variando o nimero de pilhas com ou sem a facilidade de nao-determinismo.
Os seguintes resultados podem ser enunciados:

a) Autémato com Pilha, sem usar a estrutura de pilha. Se a estrutura de
pilha nao for usada, a tnica forma de memorizar informacdes passadas é
usando os estados. Assim, claramente o AP sem usar a pilha é muito
semelhante ao Autdmato Finito. De fato, é facil mostrar que a Classe das
Linguagens aceitas por AP sem pilha, com ou sem a facilidade de nao-
determinismo, é igual a Classe das Linguagens Regulares (o que se
sugere como exercicio);




b)

c)

d)

e)

3.

Autémato com Pilha Deterministico. O Autémato com uma Pilha
Deterministico (APD) aceita um subconjunto préprio das Linguagens
Livres do Contexto, denominadas Linguagens Livres do Contexto
Deterministicas (LLCD). A Classe das LLCD inclui muitas das
linguagens aplicadas em informatica, com destaque para as de
programacio. Uma das razdes é que a implementacdo de um APD em um
computador é simples e eficiente, facilitando, assim, o desenvolvimento de
tradutores de linguagens. Algumas propriedades das LLCD sdo as
seguintes:

b.1) E possivel definir um tipo de gramdtica que gera exatamente a
Classe das LLCD. Entretanto, ndo sdo restrigdes simples sobre a
defini¢ao geral de gramadtica;

b.2) A Classe das LLCD é fechada para a operacdo de complemento;

b.3) A Classe das LLCD néaoc ¢ fechada para as operagdes de uniao,
intersecglo e concatenacio;

Autémato com Pilha Nédo-Deterministico. Conforme j4 verificado, a classe
das linguagens reconhecida pelo AP é exatamente a Livre do Contexto;

Autémato com Duas Pilhas. O Autémato com Duas Pilhas (A2P) é
equivalente, em termos de poder computacional, & Mdquina de Turing (a
ser introduzida adiante), considerado o dispositivo mais geral de
computacdo. Assim, se existe um algoritmo para resolver um problema
(por exemplo, reconhecer uma determinada linguagem), entdo este
algoritmo pode ser expresso como um A2P. A facilidade de néo-
determinismo ndo aumenta o poder computacional do Autémato com
Duas Pilhas;

Autémato com Mais de Duas Pilhas. O poder computacional de um
Autémato com Multiplas Pilkhas (AnP, n > 2) é equivalente ao do A2P. Ou
seja, se um problema é solucionado por um AnP, entdo o mesmo problema
pode ser solucionado por um A2P.

8 Propriedades das Linguagens Livres do
Contexto

Embora as Linguagens Livres do Contexto sejam mais gerais que as

Regulares, ainda sdo relativamente restritas. Ou seja, é facil definir
linguagens que nio sio Livres do Contexto, como, por exemplo:

{ww | w pertence a {a,b}*}
{anbnen | n >0}
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Assim, algumas questdes sobre as Linguagens Livres do Contexto
necessitam ser analisadas:

a) Como determinar se uma linguagem é Livre do Contexto?

b) A Classe das Linguagens Livres do Contexto é fechada para operagdes
como unido, intersec¢do, concatenacio e complemento?

¢) Como verificar se uma Linguagem Livre do Contexto é infinita ou finita
(ou até mesmo vazia)?

Investigacao se é Linguagem Livre do Contexto

Para mostrar que uma determinada linguagem é Livre do Contexto, é
suficiente expressd-la usando os formalismos Gramaéatica Livre do Contexto
ou Autémato com Pilha. Entretanto, a demonstra¢io que ndo é Livre do
Contexto necessita ser realizada caso a caso.

Analogamente as Linguagens Regulares, as Linguagens Livres do
Contexto possuem um Lema de Bombeamento o qual é util no estudo das
propriedades.

Lema 3.20 Bombeamento para as Linguagens Livres do Contexto.

Se L é uma Linguagem Livre do Contexto, entéo:
existe uma constante n tal que,
para qualquer palavra w de L onde fwl| > n,
w pode ser definida como W = uxvyz onde |xvy| <n, |xy| >1e,
para todo i > 0, uxivyiz é palavra de L. Q

Note-se que para w = uxvyz, tem-se que ou X ou y pode ser a palavra vazia
(mas ndo ambas). Uma forma de demonstrar o lema é usando graméticas na
Forma Normal de Chomsky. Neste caso, se a gramatica possui s varidveis,
pode-se assumir que n =25, O lema nio serd demonstrado.

EXEMPLO 16 Linguagem Nao-Livre do Contexto.
A seguinte linguagem nio é Livre do Contexto:
L={am"%" | n> 0}
A prova que segue usa o bombeamento e é por absurdo. Suponha que L é Livre
do Contexto. Entéo:
existe uma gramadtica na FNC G com s varidveis que gera L;
sejam r=25 e w = a'blcf

Pelo bombeamento, w pode ser definida como w = uxvyz onde:
Ixwyl <r, [xyl >1e,
para todo i 2 0, uxivyiz é palavra de L,
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o que é um absurdo, pois, como 1xvy| <, ndo é possivel supor que xy possui
simbolos a e ¢, pois quaisquer ocorréncias de a e c estdo separadas por, pelo
menos, ¢ ocorréncias de b. Conseqiientemente, Xy jamais possuird
ocorréncias de a, b e ¢ simultaneamente. Assim, tem-se que:

e se Xy possui somente simbolos a, é facil verificar que a aplicacdo do
bombeamento pode desbalancear as ocorréncias de a, b e ¢;
e analogamente para os seguintes casos: somente simbolos ¢, somente

simbolos a e b e somente simbolos b e c. o
Operacoes sobre Linguagens Livres do Contexto

Relativamente a Classe das Linguagens Livres do Contexto, tem-se que:

e ¢ fechada para as operag¢des de unifo e concatenacdo;

e nao é fechada para as operagoes de intersec¢do e complemento.

O teorema a seguir mostra que a Classe das Linguagens Livres do
Contexto é fechada para as operagdes de unido e concatenacio.
Teorema 3.21 Operaq()es Fechadas sobre Linguagens Livres do Contexto.
A Classe das Linguagens Livres do Contexto é fechada para as seguintes
operacoes:
a) Unido;
b) Concatenacao.

Prova:

Unido. A demonstracio que segue é baseada no formalismo Autémato com
Pilha e usa a facilidade de nao-determinismo. Sugere-se como exercicio a
demonstragio usando o formalismo Gramatica Livre do Contexto.
Suponha L e Lp, LLC. Entéo, existem Autématos com Pilha:
Mt = (Z 1, Q1, 81, doy, F1, V1)
Mz = (X 2, Q2, 82, doy, F2, V2)
tais que ACEITA(M1) = L1 e ACEITA(M2) = L. Seja M3 construido como segue e
ilustrado na Figura 3.13 (suponha que Q1 " Qo N {qo}=< e Vi NV2 =)
M3=(Z10vX2 QruQru{qo}, b3 do, F1wF2, ViuVa2)

Claramente, M3 reconhece L1 U Lp.

Concatenacgdo. A demonstragdo a seguir usa o formalismo Gramadtica Livre
do Contexto. Sugere-se como exercicio a demonstrag¢do usando o formalismo
Autdmato com Pilha.

Suponha Lq e Lp, LLC. Entéo, existem Gramadticas Livres do Contexto:
G1=(V1, T1, P1, S4)




Figura 3.13 Grafo que representa a uniao de dois Autématos com Pilha

Go = (V2, To, P2, Sp)

tais que GERA(G1) = L1 e GERA(Gp) = Ls. Seja G3 construida como segue
(suponha que V1 n Vo N {S} = O):
G3=(V1uVou{S} T1uTs P1uUPru{S - S1S:},5)

a qual é Livre do Contexto (por qué?). Como a tunica producdo de S é S —
S182, claramente qualquer palavra gerada por Gg terd, como prefixo, uma
palavra de L4 e, como sufixo, uma palavra de Lo. Logo, L1Lo é LLC. 0

O teorema a seguir mostra que a Classe das Linguagens Livres do
Contexto néo é fechada para as operacdes de interseccio e complemento.
Note-se que, o fato de nédo ser fechada para a operacio de complemento &,
aparentemente, uma contradicéo, pois:

o foi verificado no Coroldrio 3.17 que, se L é LLC, entdo existe M, AP tal
que ACEITA(M) = L e REJEITA(M) = L'. Ou seja, M é capaz de rejeitar
qualquer palavra que néo pertenca a L;

* o teorema a seguir mostra que, se L é LLC, ndo se pode afirmar que L'
também é LLC.

Assim, é perfeitamente possivel rejeitar o complemento de uma LLC,
embora nem sempre seja possivel aceitar o complemento. Uma explicacio
intuitiva usando o formalismo AP é a seguinte onde, sem perda de
generalidade, suponha que a fung¢do programa do AP em questao é total (por
qué pode-se afirmar isto?):

* a condicdo para um AP aceitar uma entrada é que pelo menos um dos
caminhos alternativos reconhe¢a a palavra (mesmo que os demais
rejeitem). Esta condigio pode ser representada pelo diagrama ilustrado
na Figura 3.14;

¢ se os estados de aceita e rejeita forem invertidos, na tentativa de aceitar
o complemento, a situa¢do resultante continua sendo de aceitacdo (e
nio de rejei¢do), pois permanecera pelo menos um caminho alternativo
reconhecendo a entrada. O diagrama ilustrade na Figura 3.15
representa a "negacio" da condi¢do acima.
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aceita

rejeita

rejeita

Figura 3.14 Exemplo de situagdo nao-deterministica para aceitacgao

rejeita

aceita

aceita

Figura 3.15 Inversao das condicoes de ACEITA/REJEITA

Portanto, considerando a facilidade de nao-determinismo, o fato de existir
um AP capaz de rejeitar o complemento de uma linguagem néo implica que
existe um AP capaz de aceitar o mesmo complemento.

Teorema 3.22 Operacoes Niao-Fechadas sobre Linguagens Livres do Contexto.
A Classe das Linguagens Livres do Contexto nao é fechada para as seguintes
operagoes:

a) Intersecc¢éo;

b) Complemento.

Prova:

Intersec¢do. Para mostrar que a Classe das LLC néo é fechada para a
operacdo de intersecgdo, € suficiente mostrar um contra-exemplo. Assim,
sejam:

Ly={ancM | n>0em=0}

Lp={amb"c" | n=0em=0}

E fécil mostrar que Ly e Ly sdo LLC. Entretanto, L3 como abaixo, resultante da
intersec¢ao de L1 com Lp, ndo é LLC:
L3={a""c | n>0}
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Complemento. Como a operacdo de intersec¢ao pode ser representada em
termos da unido e do complemento, e considerando que a Classe das LLC néao
é fechada para a operacdo de intersecgdo, entdo néo pode-se afirmar que o
complemento de uma LLC é LLC. a

Investigacao se uma Linguagem Livre do Contexto é
Vazia, Finita ou Infinita

O teorema a seguir mostra que é possivel construir algoritmos para
determinar se uma Linguagem Livre do Contexto é vazia, finita ou infinita.

Teorema 3.23 Linguagem Livre do Contexto Vazia, Finita ou Infinita.

Se L é LL.C, entao é possivel determinar se L é:

a) Vazia;

b) Finita;

¢) Infinita.

Prova: Suponha L uma LLC.

Vazia. Seja G = (V, T, P, S}, GLC tal que GERA(G) = L. Seja G'= (V, T, P, S)

equivalente a G, eliminando os simbolos inuteis. Se P' for vazio, entdo L é
vazia.

Finita e Infinita. Seja G={(V, T, P, S) uma GLC tal que GERA(G) = L. Seja G' = (V',
T, P', S} equivalente a G na Forma Normal de Chomsky. Se existe A, varidvel
de V' tal que:

e A > BC, ou seja, A é referenciada no lado esquerdo de uma producao
que nao gera diretamente terminais;

e X > YA ou X = AY, ou seja, se A é referenciada no lado direito de
alguma producao; ‘

e existe um ciclo em A do tipo A =+ aAB;

entdo A é capaz de gerar palavras de qualquer tamanho e, conseqiientemente,
a linguagem ¢ infinita. Caso nao exista tal A, entdo a linguagem é finita. Q

3.9 Algoritmos de Reconhecimento

Verificar se uma determinada palavra pertence ou nédo a uma linguagem
é uma das principais questoes relacionadas com o estudo de Linguagens
Formais. Um "dispositivo de reconhecimento” de uma classe de linguagens
pode ser especificado como um modelo de autémato ou como um algoritmo
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implementavel em um computador. Em qualquer caso, é importante
determinar a "quantidade de recursos" (por exemplo: tempo e espaco) que o
dispositivo necessita para realizar o reconhecimento. Deve-se destacar que o
objetivo em questdo é gerar dispositivos de reconhecimento véilidos para
qualquer linguagem dentro de uma classe. Os algoritmos apresentados a
seguir sdo especificos para as Linguagens Livres do Contexto.

Os algoritmos de reconhecimento que seguem sido construidos a partir de
uma gramatica que define a linguagem. Os reconhecedores gerados usando
Autdémato com Pilha sdo muito simples, mas, em geral, ineficientes. Para
uma entrada w, seu tempo de processamento é proporcional a klwl (o valor de
k depende do automato), nao sendo recomenddveis para entradas de
tamanhos considerdveis. Existe uma série de algoritmos bem mais eficientes,
com tempo de processamento proporcional a |W|3 ou até um pouco menos.
Nao é provado se o tempo proporcional a |w|3 ¢ efetivamente necessario para
que um algoritmo genérico reconheca Linguagens Livres do Contexto.

Os reconhecedores podem ser, basicamente, de dois tipos, como segue:

a) Top-Down ou Preditivo. Constréi uma arvore de derivagdo para a palavra
de entrada (a ser reconhecida) a partir da raiz (simbolo inicial da
gramatica), gerando os ramos em dire¢ao as folhas (simbolos terminais
que compdem a palavra),

b) Bottom-Up. E, basicamente, o oposto do top-down, partindo das folhas e
construindo a drvore de derivagdo em direcéo a raiz.

3.9.1 Automato com Pilha como Reconhecedor _

A construgdo de reconhecedores usando Autémato com Pilha é
relativamente simples e imediata, havendo uma relaciao quase direta entre as
produgdbes da gramatica e as transigbes do autdmato. Os algoritmos
apresentados séo do tipo fop-down e simulam a deriva¢do mais & esquerda da
palavra a ser reconhecida. A facilidade de ndo-determinismo é usada para
testar as diversas produgbes alternativas da gramédtica para gerar os
simbolos terminais.

Autéomato com Pilha Gerado a Partir de uma
Graxnética na Forma Normal de Greibach

Ja foi mostrado que qualquer Linguagem Livre do Contexto pode ser
especificada por um Autémato com Pilha. O algoritmo em questdo define um
AP a partir de uma Gramadtica na Forma Normal de Greibach. Como cada
producdo (na FNG) gera exatamente um terminal, uma palavra w é gerada
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(g, A1, 0q) e (g, Ay, o)
)

(a1, a1, €) ... (ay, ay, €

Figura 3.16 Grafo do AP descendente construido a partir de uma GLC sem recursio &
esquerda

em |w] etapas de derivagdo. Entretanto, como cada varidvel pode ter mais de
uma producdo associada, é necessirio testar, sistematicamente, as diversas
alternativas. Assim, o niimero de passos para reconhecer w é proporcional a
k|W|, onde k depende do AP (uma aproximagao para k é a metade do nimero
médio de produgdes associadas as diversas varidveis). Portanto, o Autdémato
construido possui um tempo de reconhecimento proporcional ao expoente em
lwl, o que pode ser muito ineficiente para entradas mais longas.

Autémato com Pilha Descendente

O Autoémato com Pilha Descendente é uma forma alternativa de construir
um AP a partir de uma Gramitica Livre do Contexto. Trata-se de um
algoritmo igualmente simples e com o mesmo nivel de eficiéncia. A
construgio € gerada a partir de uma gramdtica sem recursdo a esquerda e
simula a derivacdo mais a esquerda, como segue:

* inicialmente, empilha o simbolo inicial;

* sempre que existir uma varidvel no topo da pilha, substitui (de forma
nédo-deterministica) por todas as produgdes da varidvel;

* se o topo da pilha for um terminal, verifica se é igual ao préximo
simbolo da entrada.

Definicfio 3.24 Algoritmo para Construcéio de um AP Descendente.

A Algoritmo para Constru¢do de um Autémato com Pilha Descendente M a
partir de uma gramadtica G =(V, T, P, S), sem recursdo a esquerda, é como
segue e é ilustrada na Figura 3.16:

M= (T, {qo, 91, at}, 8, qo, {gi}, VU T), onde:
8(do, &, €) = {(q1, S)}
8(a1. &, A) = {(qy, ) I A — o € P}, para toda a variavel A de V
d(g1, a,a) ={(q1, &)}, para todo o terminal ade T
8(a1, 2, 7) = {{q1, &) } 0
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@ (e €, S) (’?,’?,e) e

(€, S, aSbh), (g, S, ab)
(a, a,¢),(b,b,¢)

Figura 3.17 Grafo de um AP

EXEMPLO 17 Autémato com Pilha Descendente.

A linguagem Ls = {a"b" | n> 1}, representada pela gramatica (sem recursio a
esquerda:

Gs' =({S},{a b}, Ps, S), onde:

P5' ={S — aSb | ab}

é reconhecida pelo seguinte Autémato com Pilha Descendente o qual é
ilustrado na Figura 3.17 (compare a gramdtica e o autbmato com os
introduzidos no Exemplo 15):

Ms' =({a, b}, {go.a1, q}. 85", a0, {ar}, {5, a, b}) Q

392 Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami

@] Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami foi desenvolvido
independentemente por Cocke, Younger e Kasami, em 1965. E construido
sobre uma gramadtica na Forma Normal de Chomsky. Gera bottom-up todas
as arvores de derivacio da entrada em um tempo de processamento
proporcional a |w/|3.

A idéia bdsica do algoritmo é a construgdo de uma tabela triangular de
derivacdo, sendo que cada célula representa o conjunto de raizes que pode
gerar a correspondente sub-arvore.

Definicéio 3.25 Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami.

Suponha G=(V, T, P, §) uma gramatica na Forma Normal de Chomsky onde
T = {ay, a2, .., ay} e suponha W = ajap.a, uma entrada a ser verificada. O
Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami (CYK) é composto pelas seguintes
etapas onde Vi, representa as células de uma tabela triangular de derivagao a
qual é ilustrada na Figura 3.18:

a) Varidveis que geram diretamente terminais (A — aj.

para I variando de 1 até n
faca Vy={A | A>aec P}
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conjunto de raizes para as
arvores de derivacao da
subpalavra as...ap

Figura 3.18 Tabela triangular de derivacao

b) Producao que gera duas variduveis (A — BC).

para S variando de 2 até n
fagca para f variando de 1 até n-s+1
faca Vi = &
para K variando de 1 até s-1
faca Vi =VoU{A | A>BCe P, Be VyeCe Vimyey )

Note-se que:
. limite de iteragédo pararé (n-s+ 1), pois a tabela é triangular;
. os vértices Vy e V(r4k)s4 S40 as raizes das sub-drvores de V;
. se uma célula for vazia, significa que esta célula ndo gera qualquer
sub-drvore;

¢) Condigdo de aceitagdo da entrada. Se o simbolo inicial da gramatica
pertence ao vértice Vi, (raiz da arvore de derivac¢do de toda palavra), entao
a entrada é aceita. Q

- EXEMPLO 18 Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami.
Considere a seguinte gramatica:

G=({S A} {a b}, P S), onde:
P={S—AA|AS|bA—>SAlAS]a)

A tabela triangular de derivagdo para a palavra de entrada abaab é ilustrada
na Figura 3.19. a



Como S é raiz da drvore de derivagdo,
a entrada é aceita

S s A wwwwzmwmmﬁg:{?’w

SA | SA

S,A A S SA

Figura 3.19 Tabela triangular de derivacio

39.3 Algoritmo de Early

O Algoritmo EARLY foi desenvolvido em 1968. E considerado o mais
rapido algoritmo de reconhecimento conhecido para Gramaéticas Livres do
Contexto. E construido a partir de uma GLC qualquer e possui tempo de
processamento proporcional a |W|3. Entretanto, para gramaéticas nao-
ambigiias, pode ser implementado em um tempo proporcional a lwi2.
Adicionalmente, para muitas gramdticas de interesse pratico, o tempo é
proporcional ao tamanho da entrada, ou seja, lwl.

Trata-se de um algoritmo do tipo top-down, que parte do simbolo inicial e
executa sempre a derivagao mais & esquerda. Cada ciclo gera um terminal, o
qual é comparado com o simbolo da entrada. A comparagdo com sucesso
determina a construgdo de um conjunto de produ¢des que, potencialmente,
pode gerar o préximo simbolo.

Definicdo 3.26 Algoritmo de Early.

Suponha G = (V, T, P, S) uma Gramadtica Livre do Contexto qualquer e w =
a132..8p uma palavra a ser verificada. No que segue, o simbolo "."
como um marcador, antecedendo a posi¢do, em cada producdo, que sera
analisada na tentativa de gerar o proximo simbolo terminal. Adicionalmente,
o sufixo "/u" adicionado a cada produgido indica o u-ésimo ciclo em que esta
producdo passou a ser considerada. As etapas do Algoritmo de Early sdo as
seguintes:

é usado

a) Construcdo de Do, o primeiro conjunto de produgées. Sao incluidas em Dy
todas as productes que partem do simbolo inicial S, bem como todas as
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produgdes que podem ser aplicadas em sucessivas derivacbes mais a
esquerda (a partir de S). O algoritmo desta etapa é o seguinte:

Dp=0
para toda S>> a € P (1)
faca Dg=Dpu{S— .a/0}
repita (2)
para toda A-> .BB/0 € Dy
faga para toda B —» ¢ ¢ P
faca Do=Dpu{B— .0¢/0}
até que o cardinal de Dp ndo aumente

No algoritmo acima, tem-se que:
(1) representa as produgdes que partem de S;
(2) inclui todas as produgdes que podem derivar (mais a esquerda) o
préximo simbolo;

b) Construgdo dos demais conjuntos de produgdo. Sdo construidos n
conjuntos de produgéo a partir de Dy, onde n= [w|. Ao gerar o simbolo a, de
W, o algoritmo constr6i o conjunto D;, contendo as produgdes que
potencialmente podem gerar o simbolo ar.1. O algoritmo desta etapa é o

seguinte:
para [ variando de 1 até n (1)
faca Dy = O&;
para toda A- a.afls € Dy.q (2)
faca Dy=Diu{A— aar.Bls };
repita

para toda A- «a.BBfis € D (3)
faca para toda B—¢ € P

faca Dr=Dru{B— .o/r}
para toda A-a./s de Dy (4)
faca para toda B — B.A¢k € Dg

faca Dr=Dr U {B— BA.¢/k )

até que o cardinal de Dy nfo aumente

. No algoritmo acima, tem-se que:
(1) cada ciclo gera um conjunto de produgdes Dy;
(2) gera o simbolo a;
‘ (3) inclui todas as produgdes que podem derivar (mais a esquerda) o
préximo simbolo (andlogo ao realizado na etapa a) acima);
(4) uma subpalavra de w foi reduzida & varidvel A: inclui em Dy todas as
produgdes de Dg que referenciaram .A;

¢) Condi¢do de aceitagio da entrada. Se uma produgio da forma S — «./0
pertence a Dy, entdo a palavra w de entrada foi aceita. Deve-se reparar que
S — 0./0 é uma producio que:




. parte do simbolo inicial S;
. foi incluida em Dg ("/0");
. todo o lado direito da produgdo foi analisado com sucesso (o
marcador "." esta no final de o). a
Note-se que, para otimizar as etapas a) e b) do algoritmo acima, os ciclos
repita-até podem ser restritos exclusivamente as produgdes recentemente
incluidas em D; ou em Do ainda nao-analisadas.

EXEMPLO 19 Algoritmo de Early.

A seguinte gramdtica gera expressdes com parénteses balanceados e duas
operacdes (andloga & "expressao simples" da linguagem PASCAL):
G=({ET,F}L{+ =[] x} P, E), onde:
P={E>T|E+T, TF|T+F,F - [E] | x}

O reconhecimento da palavra x*x é como segue:

Do:
E — .T/0 produc¢des que partem
E — .E+T/0 do simbolo inicial,
T .F/0 produgdes que podem ser aplicadas
T — .T+F/0 em derivacdo mais a esquerda
F — .[E}JO a partir do simbolo inicial.
F— .x/0

D1: reconhecimento de x em x*X
F — x./0 x foi reduzido a F;
T - F./0 inclui todas as produgdes de Dg que
T — T.xF/0 referenciaram .F direta ou indiretamente, (pois F — x./0)
E—->T./0 movendo o marcador "."
E — E4T/0 um simbolo para a direita.

Do: reconhecimento de * em x#X

T - T=.F/0 gerou *; 0 préximo serd gerado por F;
F - . [E)2 inclui todas as produgdes de P que
F— x2 podem gerar o préximo terminal a partir de F.

D3: reconhecimento de x em x#X

F— x./2 x foi reduzido a F;
T — T*F./0 incluido de D2 (pois F — x./2); a entrada foi reduzida a T;
E—->T.0 incluido de Dg (pois T — T*F./0); a entrada foi reduzida a E;
T — T.xF/0 incluido de Dg (pois T — T+F./0);
E - E+T/0 incluido de Dq (pois E — T./0).

Como W = x*x foi reduzida ao simbolo inicial E, ou seja, E — T./0 pertence a
Dg, a entrada foi aceita. Q
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3.10 Exercicios

3.1 Sobre as Linguagens Livres do Contexto:
a) Qual a importancia do seu estudo?

b) Exemplifique suas aplicagbes (para os formalismos de autdémato e
gramadtica),

¢) Faga um quadro comparativo com as Linguagens Regulares, destacando

as principais caracteristicas, semelhancas e diferencas.

32 Desenvolva Gramaticas Livres do Contexto que gerem as seguintes
linguagens:

a) L=

b) Lo ={¢e}

c) La={a b}*

d) Ly={wlwe palindromo em {a, b}*}, onde palindromo significa que w = wf

e) Ly={ww' | wé palavra de {a, b}*}. Qual a diferenca entre as linguagens L4
?

e L5
) Lg={abick | i=jouj=keijk>0)
g) Ly={w | we palavra de {x, y,(,)}* com parénteses balanceados}
h) Lg={w|wé Expressao Regular sobre o alfabeto {x}}

3.3 Desenvolva Autdmatos com Pilha que reconhecam as seguintes
linguagens:

a) Ly=
b) Lp={¢}
¢) Lg={a, b}*

e) Lg={w/lwe Expressao Regular sobre o alfabeto {x}}

={

d) Lg={w fwe palindromo em {a, b}*}
{

f) Lg={

uavahw | n e {1,2}, u,v,wsao palavras de{a, b}* e |u=jv|=5}

34  Construa uma Gramaitica Livre do Contexto e um Autdémato com Pilha
que representem a seguinte linguagem de programacio:

e o0s comandos podem ser como segue:
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simples,
composto,
enquanto-£facga,
repita-até;

e comando simples:

qualquer palavra de {a, b}*;

e comando composto:
i (inicio),
seguido de um ou mais comandos separados por ";"
seguidos de t (término);

’

e comando enquanto-faga:
e (enquanto),
seguido de uma expressé&o,
seguida de £ (faga),
seguida de um comando;
¢ comando repita-até:
r (repita),
seguido de um comando,
seguido de a (até),
seguida de uma express&o;

e expressio: como definida na linguagem L7y no Exercicio 3.2,
excetuando-se a palavra vazia.

3.5 Considere a seguinte gramadtica:
G=({S},{a, b}, P, S), onde:
P={S—>SS|aSa|bSb|e}

a) Qual a linguagem gerada?

b) A gramatica é ambigua?

¢) Para a palavra aabbaaaa:

e  construa uma arvore de derivagéo;
. para a arvore construida, determine as derivagdes mais a esquerda
e a mais a direita.

36 No Exemplo 5, foi afirmado que a gramatica abaixo é ambigua:
Go=({E} {+ =[], x}, P2, E), onde:
Po={E - E+E | ExE | [E] | x}

Construa uma gramatica ndo-ambigia equivalente.

Sugestdo: faga uma pesquisa bibliogrdfica e verifique como sdo definidas,
usando gramadticas, expressdes em algumas linguagens de programacio
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reais. A defini¢do de uma "expressio simples" na linguagem Pascal é um
bom exemplo.

3.7 Para qualquer Linguagem Livre do Contexto é possivel garantir que
existe um Autémato com Pilha que aceita a linguagem e que sempre péara
para qualquer entrada? Por qué?

38 Demonstre que se L é uma Linguagem Livre do Contexto, entdo L*
também é Livre do Contexto.

39 Demonstre que o Autdmato com Pilha sem usar a estrutura de pilha
para armazenar informacoes do processamento possui o mesmo poder
computacional do Autémato Finito.

3.10 Estenda a funcdo programa do Autémato com Pilha usando como
argumento um estado e uma palavra, de forma similar a realizada para os
Autématos Finitos.

3.11 Considere a seguinte gramadtica:
G=({S X, Y,Z A B}, {abuv} P 8S), onde:
P={S - XYZ

X AXA | BXB | Z | ¢,
Y AYB | BYA | Z |,
A—-aB—-b
Z->2ulzvi e}

a) Qual a linguagem gerada?

b) Simplifique a gramaética.

3.12 Sobre os algoritmos de simplifica¢do de Gramaticas Livres do Contexto:

a) por que, no algoritmo referente ao tratamento dos simbolos inuteis, se a
etapa qualquer simbolo é atingivel a partir do simbolo inicial for executada
antes da etapa qualquer variduel gera palavra de terminais, o resultado
pode néo ser o esperado?

b) por que a execucdo combinada dos algoritmos de simplificagao (produgdes
vazias, producdées da forma A — B e simbolos inuteis) ndo deve ser
realizada em qualquer ordem?

3.13 Para as gramaiticas abaixo, construa as gramadticas equivalentes na
Forma Normal de Chomsky e na de Greibach:

a) L8 = {w lw e Expressdo Regular sobre o alfabeto {x}} introduzida no
Exercicio 3.3.

b) Gramética construida para a linguagem de programacgio do Exercicio 3.4;
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c) Faca um comparativo das gramadticas originais com as correspondentes
na Forma Normal de Chomsky e na Forma Normal de Greibach.

3.14 Explique intuitivamente por que e prove que as seguintes linguagens
néo sao Livres do Contexto:

a) Lig={ww | we palavra de{a, b}*}

b) Lyy={anbnam | n>0,m>0enzm}

3.15 Demonstre que a Classe das Linguagens Livres do Contexto é fechada
para as seguintes operagoes:

a) Unido, usando o formalismo de gramadtica;

b) Concatenagido, usando o formalismo de autémato.

3.16 As linguagens geradas pelas gramadticas cujas produgdes estdo
representadas abaixo sdo vazias, finitas ou infinitas?

a)
S AB| cA
A—>a
B - BC
C—AB]| e
b)

S—>aS | asbs | X
X — SS

3.17 Por que os algoritmos de reconhecimento baseados em Autématos com
Pilha séo tao ineficientes em termos de tempo de processamento?

3.18 No algoritmo de reconhecimento Autémato com Pilha Descendente,
qual a conseqliéncia se a gramatica usada tiver recursio a esquerda?

3.19 Para as gramaticas da linguagem L8 = {w | w é Expressao Regular
sobre o alfabeto {x}} construidas no Exercicio 3.13, faca o reconhecimento da
entrada (x+x)* para cada um dos seguintes algoritmos de reconhecimento:

a) Autdbmato com Pilha a partir da gramitica na Forma Normal de
Greibach;

b) Autdmato com Pilha Descendente;
¢) Cocke-Younger-Kasami (CYK);
d) Early.




Campeonato de Autc‘)matosH

4 Linguagens Enumeraveis
Recursivamente e Sensiveis ao
Contexto

Ciéncia da Computacdo é o conhecimento sistematizado relativo a
computacdo. Sua origem é remota, tendo exemplos na antiga Grécia (século
IIT a.C., no desenho de algoritmos por Euclides) e Babilonia (com estudos
sobre complexidade e reducibilidade de problemas). No inicio do século XX,
diversas pesquisas foram desenvolvidas com o objetivo de definir um modelo
computacional suficientemente genérico, capaz de implementar qualquer
"funcdo computdvel".

Em 1936, Alan Turing propdés um modelo conhecido como Mdquina de
Turing. Atualmente, a Mdquina de Turing é aceita como uma formalizacéo
de um procedimento efetivo (algoritmo ou fun¢do computdvel), ou seja, uma
seqiiéncia finita de instrugdes, as quais podem ser realizadas
mecanicamente, em um tempo finito.




132 Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes

Ainda em 1936, Alonzo Church apresentou a Hipdtese de Church, a qual
afirma que qualquer funcido computdvel pode ser processada por uma
Maquina de Turing, ou seja, existe um procedimento expresso na forma de
uma Mdaquina de Turing capaz de processar a func¢ao. Contudo, como a no¢éo
intuitiva de procedimentos nado é matematicamente precisa, é impossivel
demonstrar formalmente se a Méciuina de Turing é, efetivamente, o mais
genérico dispositivo de computagdo. Entretanto, foi mostrado que todos os
demais modelos propostos possuem, no mdximo, a mesma capacidade
computacional de Turing, o que refor¢a a Hip6tese de Church.

As Linguagens Enumerdveis Recursivamente ou Tipo 0 sdo aquelas que
podem ser reconhecidas por uma Mdaquina de Turing. Considerando que,
segundo a Hipdtese de Church, a Mdquina de Turing é o mais geral
dispositivo de computagdo, entdo a Classe das Linguagens Enumerdveis
Recursivamente representa o conjunto de todas as linguagens que podem ser
reconhecidas mecanicamente e em um tempo finito.

Analogamente as demais classes de linguagens, é possivel representar as
Linguagens Enumerdveis Recursivamente wusando um formalismo
axiomadtico ou gerador, na forma de gramdtica, denominado Gramdtica
Irrestrita. Como o préprio nome indica, uma Gramadtica Irrestrita nao
possui qualquer restri¢ao sobre a forma das produgdes.

As Linguagens Sensiveis ao Contexto ou Tipo 1 estdao contidas
propriamente nas Enumerdaveis Recursivamente (bem como nas Recursivas,
introduzidas adiante). Entretanto, incluem praticamente todas as linguagens
aplicadas.

Como nas demais -classes de linguagens, o estudo da Classe das
Linguagens Sensiveis ao Contexto pode ser desenvolvido a partir de
formalismos gerador e reconhecedor, como segue:

a) Gramdtica Sensivel ao Contexto. O termo "sensivel ao contexto" deriva do
fato de que o lado esquerdo das produgdes da gramatica pode ser uma
palavra de varidveis ou terminais, definindo um "contexto" de derivacéo;

b) Mdquina de Turing com Fita Limitada. Trata-se de uma Maquina de
Turing com limita¢do no tamanho da fita a qual, portanto, é finita. Deve-se
destacar o fato de que néo é conhecido se a facilidade de ndo-determinismo
aumenta ou ndo o poder computacional das Mdquinas de Turing com Fita
Limitada.

-
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Figura 4.1 Fita e unidade de controle de uma Maquina de Turing

4.1 Maquina de Turing

A Mdquina de Turing para ser considerada como um modelo formal de
procedimento efetivo, algoritmo ou fungdo computdvel deve satisfazer as
seguintes propriedades, entre outras:

a) A descricao do algoritmo deve ser finita;
b) Deve consistir de passos:

e discretos;
e executdveis mecanicamente;
* em um tempo finito.

O modelo proposto por Alan Turing em 1936, conhecido como Mdaquina de
Turing, consiste basicamente de 3 partes:

a) Fita. Usada simultaneamente como dispositivo de entrada, saida e
meméria de trabalho;

b) Unidade de Controle. Reflete o estado corrente da maquina. Possui uma
unidade de leitura e gravagdo (cabeca da fita) a qual acéssa uma célula da
fita de cada vez e movimenta-se para a esquerda ou direita;

¢) Programa ou Fung¢do de Transi¢cdo. Funcio que comanda as leituras e
gravagdes, o sentido de movimento da cabeca e define o estado da maquina.

A fita é finita a4 esquerda e infinita & direita, sendo dividida em células,
onde cada uma armazena um simbolo. Os simbolos podem pertencer ao
alfabeto de entrada, ao alfabeto auxiliar ou ainda, ser "branco" ou "marcador
de inicio de fita".

Inicialmente, a palavra a ser processada (ou seja, a informacdo de
entrada para a maquina) ocupa as células mais 4 esquerda, apés o marcador
de inicio de fita, ficando as demais com "branco", como ilustrado na Figura
4.1, onde B e © representam '"branco" e "marcador de inicio de fita",
respectivamente.
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A unidade de controle possui um numero finito e predefinido de estados. A
cabeca da fita 1& o simbolo de uma célula de cada vez e grava um novo
simbolo. Apés a leitura/gravagdo, a cabe¢a move uma célula para a direita ou
esquerda. O simbolo gravado e o sentido do movimento sdo definidos pelo
programa.

O programa ¢é uma fungdo que, dependendo do estado corrente da
méaquina e do simbolo lido, determina o simbolo a ser gravado, o sentido do
movimento da cabe¢a e o novo estado.

Defini¢cido 4.1 Maquina de Turing.
Uma Mdquina de Turing é uma 8-upla:
M=(% Q8 qoF. VB )

onde:

Y. alfabeto de simbolos de entrada;
Q  conjunto de estados possiveis da médquina o qual é finito;
8  programa ou funcdo de transicdo:

SFAxCuVu{B el ->axEZuVui{B ol)x{E D}
a qual ¢ uma funcio parcial;

o estado inicial da maquina tal que qg é elemento de Q;
conjunto de estados finais tal que F esta contido em Q;
alfabeto auxiliar (pode ser vazio);
simbolo especial branco;

o ™LTMO

simbolo ou marcador de inicio da fita. a

O simbolo de inicio de fita sempre ocorre exatamente uma vez e na célula
mais a esquerda da fita, auxiliando na identificagéo de que a cabega da fita se
encontra na célula mais a esquerda da fita.

A funcdo programa, considera o estado corrente e o simbolo lido da fita
para determinar o novo estado, o simbolo a ser gravado e sentido de
movimento da cabeca onde esquerda e direita sdo representados por E e D,
respectivamente. A funcdo programa pode ser interpretada como um grafo
finito direto, como ilustrado na Figura 4.2. Neste caso, os estados inicial e
finais sdo representados como nos Autématos Finitos.

O processamento de uma Maquina de Turing M= (X, Q, §, qo, F, V, B, @),
para uma palavra de entrada w, consiste na sucessiva aplicagdo da fungéo
programa a partir do estado inicial qg e da cabega posicionada na célula mais
& esquerda da fita até ocorrer uma condigdo de parada. O processamento de M
para a entrada w, pode parar ou ficar em loop infinito. A parada pode ser de
duas maneiras: aceitando ou rejeitando a entrada w. As condig¢des de parada
sdo as seguintes:

a) A mdquina assume um estado final: a mdquina para e a palavra de
entrada é aceita,

X




e

estado anterior & novo estado

simbolo lido , sentido do movimento

simbolo gravado

Figura 4.2 Representacdo da fun¢do programa como um grafo

b) A fung¢do programa € indefinida para o argumento (simbolo lidoe e estado
corrente): a maquina pdra e a palavra de entrada é rejeitada;

¢) O argumento corrente da funcdo programa define um movimento a
esquerda e a cabega da fita jio se encontra na célula mais a esquerda: a
maquina para e a palavra de entrada é rejeitada.

Para definir formalmente o comportamento de uma Méquina de Turing, é
necessario estender a defini¢io da fun¢éo programa usando como argumento
um estado e uma palavra. Esta extensao ¢ sugerida como exercicio.

As seguintes notagoes sao adotadas, as quais sdo analogas as usadas para
Autématos com Pilha (suponha que M é uma Mdquina de Turing):

a) ACEITA(M) ou L{M): conjunto de todas as palavras de X* aceitas por M;

b) REJEITA(M): conjunto de todas as palavras de Y* rejeitadas por M;

c) LOOP(M): conjunto de todas as palavras de ¥* para as quais M fica
processando indefinidamente.
Da mesma forma, as seguintes afirmacdes sao verdadeiras:

s ACEITA(M) m REJEITA(M) ~ LOOPM) = @
e ACEITA(M) U REJEITAM) U LOOP(M) = 3 *
¢ o complemento de:
ACEITA(M) é REJEITA(M) w LOOP(M)
REJEITA(M) é ACEITA(M) u LOOP(M)
LOOP(M) é ACEITA(M) u REJEITA(M)

EXEMPLO 1 Mdquina de Turing - Duplo Balanceamento.

Considere a linguagem:
Ly={a"" | n>0}

A Méquina de Turing:
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(B, 3, D)

Figura 4.3 Maquina de Turing

Mi={({a b}, {90, 91,92 93, 94} 81,90, {4}, {A, B}, B, @)

ilustrada na Figura 4.3 e onde 81 é como na tabela abaixo, é tal que:
ACEITA{My) = Ly
REJEITAM{) =2* - Ly

e, portanto, LOOP(My) = &.

81 [+ a b A B 3

o | @eD | @AD (4s,8,0) | (34 B.D)

at (91,a,0) | {92, B E) (g1, B,D)

% (@ 2, E) (a0, A D) | (g2 B E) ‘
a3 {93, B,D) { (94, B, D)

g4

O algoritmo apresentado reconhece o primeiro simbolo &, o qual é marcado
como A, e movimenta a cabeca da fita a direita, procurando o b
correspondente, o qual é marcado como B. Este ciclo é repetido
sucessivamente até identificar para cada a o seu correspondente b.
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|c:>|a|a|blb|f3|___ |0|ala|belBJ... |€>IA]a|b|b|B|...

LBl

[ofalafe]o]s]

.. [o]rfafefe]s].

[o]afafefe]s].

[o]afalele]e]

. ofafafe]e]s].

[efala]ele]e].

[o]afafelefs]

. [efafale]e]e].

(@]

Lefala]efe]s].

[o]afafe]e]s]

|e|A|A|B|BlB|B

Figura 4.4 Sequéncia de processamento de uma Maquina de Turing

Adicionalmente, o algoritmo garante que qualquer outra palavra que nao
esteja na forma ahb" é rejeitada. Note-se que o simbolo de inicio de fita ndao tem
influéncia na solugdo proposta.

A Figura 4.4 ilustra a seqiéncia do processamento da Mdquina de Turing
M; para a entrada w = aabb.

a

4.2 Modelos Equivalentes a Maquina de

Turing

Uma das razdes para considerar a Mdquina de Turing como o mais geral

dispositivo de computagio é o fato de que todos os demais modelos e maquinas
propostos, bem como diversas modifica¢oes da Maquina de Turing, possuem,
no maximo, o mesmo poder computacional da Mdquina de Turing. As
modificacdes apresentadas a seguir sdo freqiientemente usadas.

a) Autémato com Muliiplas Pilhas. Conforme citado no estudo das
Linguagens Livres do Contexto, o poder computacional do Autémato com
Duas Pilhas (A2P) ¢é equivalente ao da Madquina de Turing.
Adicionalmente, um maior nimero de pilhas (AnP, n > 2) também nio
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b)

e)

snu a.3 a.g a1 a apz as amn

& a4 a- as a.o as a.3 Emn

Figura 4.5 Simula¢do de uma fita infinita 4 esquerda e a direita

aumenta a capacidade computacional. A defini¢io formal do A2P e AnP e
a equivaléncia ao modelo da M&aquina de Turing é sugerida como
exercicio;

Mdquina de Turing Ndo-Derministica. A facilidade de nao-determinismo
nio aumenta o poder computacional da Mdquina de Turing;

Mdquina de Turing com Fita Infinita & Esquerda e & Direita. A
modifica¢do da definicdo bdsica da Mdquina de Turing permitindo que a
fita seja infinita dos dois lados ndo aumenta o seu poder computacional.
Na realidade, a fita infinita 4 esquerda e a direita pode ser facilmente
simulavel por uma fita tradicional, como ilustrado na Figura 4.5 onde as
células pares representam a parte direita da fita e as impares a parte
esquerda,;

Mdquina de Turing com Multiplas Fitas. A Maquina de Turing com
multiplas fitas possui k fitas infinitas & esquerda e a direita e k cabecas de
fita. A funcdo programa é como segue:

. dependendo do estado corrente da miquina e do simbolo lido em
cada uma das fitas;

. grava um novo simbolo em cada uma das fitas;
. move cada uma das cabeg¢as independentemente;
. a maquina assume um (dnico) novo estado.

Inicialmente, a palavra de entrada é armazenada na primeira fita,
ficando as demais com valor branco;

Maquina de Turing Multidimensional. Neste modelo, a fita tradicional é
substituida por uma estrutura do tipo arranjo k-dimensional, infinita em
todas as 2k diregoes;

Mdquina de Turing com Multiplas Cabecas. A Maquina de Turing com
esta modificacdo possul k cabegas de leitura e gravacdo sobre a mesma
fita. Cada cabeca possui movimento independente. Assim, o
processamento depende do estado corrente e do simbolo lido em cada uma
das cabegas;
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g) Combinagbes de Modificagées sobre a Mdquina de Turing. A combinacio
de algumas ou todas as modificacdes apresentadas ndo aumenta o poder
computacional da Mdaquina de Turing. Por exemplo, uma Mdquina de
Turing ndo-deterministica com multiplas fitas e multiplas cabecas pode
ser simulada por uma Mdaquina de Turing tradicional.

4.3 Hipotese de Church

A. M. Turing prop6s, em 1936, um modelo abstrato de computacao,
conhecido como Mdquina de Turing, com o objetivo de explorar os limites da
capacidade de expressar solucdes de problemas. Trata-se, portanto, de uma
proposta de defini¢ao formal da nocao intuitiva de algoritmo. Diversos outros
trabalhos, como Mdquina de Post (Post - 1936) e Fun¢des Recursivas (Kleene -
1936), resultaram em conceitos equivalentes ao de Turing. O fato de todos
estes trabalhos independentes gerarem o mesmo resultado em termos de
capacidade de expressar computabilidade é um forte reforco no que é
conhecido como Hipdtese de Church ou Hipétese de Turing-Church:

"A capacidade de computagdo representada pela Mdquina de
Turing é o limite mdximo que pode ser atingido por qualquer
dispositivo de computa¢dao”

Em outras palavras, a Hipotese de Church afirma que qualquer outra
forma de expressar algoritmos terd no mdximo a mesma capacidade
computacional da Mdquina de Turing. Como a nogdo de algoritmo ou Fungéo
Computével € intuitiva, a Hipotese de Church ndo é demonstravel.

4.4 Maquinas de Turing como Reconhecedores

Uma linguagem aceita por uma Médquina de Turing ¢ dita Enumeravel
Recursivamente ou Tipo 0. Historicamente, o termo "enumeravel" deriva do
fato de que as palavras de qualquer Linguagem Enumerdvel Recursivamente
podem ser enumeradas ("listadas") por uma Madquina de Turing;, e
"recursivamente” é um termo matemaditico anterior ao computador, com
significado similar ao de "recursdo”, usado em informatica.

A Classe das Linguagens Enumerdvel Recursivamente inclui algumas
para as quais é impossivel determinar mecanicamente se uma palavra nio
pertence a linguagem. Se L é uma destas linguagens, entdo para qualquer




Universo de Todas as Linguagens

Linguagens Enumeraveis Recursivamente

4 A

Linguagens Recursivas

Linguagens Livre do Contexto

Linguagens Regulares

Figura 4.6 Relacao entre as classes de linguagens

mdquina M que aceita L, existe pelo menos uma palavra w ndo pertencente a L
que, ao ser processada por M, a mdquina entra em loop infinito. Assim, pode-
se afirmar que:

* se w pertence a L, M pdra e aceita a entrada;
e se W nao pertence a L, M pode parar, rejeitando a palavra ou
permanecer processando indefinidamente.

Portanto, é conveniente definir uma subclasse da Classe das Linguagens
Enumerdvel Recursivamente, denominada Classe das Linguagens
Recursivas, composta pelas linguagens para as quais existe pelo menos uma
Maquina de Turing que para para qualquer entrada, aceitando ou rejeitando.

O diagrama ilustrado na Figura 4.6 representa a relacdo entre as classes
de linguagens.

44.1 Linguagens Enumeraveis Recursivamente

As Linguagens Enumerdveis Recursivamente sdo definidas a partir das
Mdquinas de Turing.

Definicao 4.2 Linguagem Enumeravel Recursivamente ou Tipo 0.

Uma linguagem aceita por uma Madquina de Turing é dita Linguagem
Enumerdvel Recursivamente ou Tipo 0. a
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EXEMPLO 2 Linguagem Enumerdvel Recursivamente.

As seguintes linguagens sao exemplos de Linguagens Enumeraveis
Recursivamente sendo que, para a primeira, a correspondente Mdquina de
Turing foi construida no Exemplo 1 (as demais sio sugeridas como exercicio):

a) {anbn | n>0}
b) {w | W tem 0 mesmo numero de simbolos ae b}

¢) {albick | i=jouj=k} a

Considerando que, segundo a Hipétese de Church, a Mdquina de Turing é
0 mais geral dispositivo de computagdo, pode-se afirmar que a Classe das
Linguagens Enumeraveis Recursivamente representa todas as linguagens
que podem ser reconhecidas ("compiladas”) mecanicamente. Trata-se,
portanto, de uma classe de linguagens muito rica. Existem, entretanto,
conjuntos que ndo sio Enumerdveis Recursivamente, ou seja, linguagens
para as quais ndo ¢é possivel desenvolver uma Maquina de Turing que as
reconheca.

No teorema a seguir, mostra-se que existe pelo menos uma linguagem que
nao é Enumerdveis Recursivamente.

Teorema 4.3 Linguagem Nao-Enumeravel Recursivamente.
Suponha ¥ ={a b}.

a) Suponha que X representa o i-ésimo elemento na ordenagio lexicografica
de ¥*, ou seja, {¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab,...}; '

b) Conforme é proposto nos exercicios, é possivel codificar todas as Mdéquinas
de Turing como uma palavra sobre Y de tal forma que cada codigo
represente uma unica Méquinas de Turing. Suponha o conjunto dos
cédigos ordenados lexicograficamente e suponha que T representa o i-
ésimo cédigo nesta ordenacio.

A linguagem que segue nio é Enumerdvel Recursivamente:
L={X | Xj nédo ¢ aceita por T;}

Prova: A prova que segue é por reducdo ao absurdo. Suponha que L é
Enumeravel Recursivamente. Entdo, por definicdo, existe uma Madaquina de
Turing que aceita L. Seja Ty a codificacio desta Miquina de Turing, ou seja,
ACEITA(Ty) = L. Assim, as seguintes afirmacées sido validas:

a) Por definigio de L, Xi pertence a L se, e somente se, Xk ndo é aceita por Tg;
b) Entretanto, como T aceita a linguagem L, Xk pertence a L se, e somente se,

Xk € aceita por Ty.

Claramente b) contradiz a). Portanto, é absurdo supor que L é Enumerdvel
Recursivamente. Logo, L nio é Enumeravel Recursivamente. a
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Note-se que, na prova do Teorema 4.3, afirma-se que existe uma
codificagdo de todas as Maquinas de Turing. Portanto, o conjunto destas
codificacdes é isomorfo a um subconjunto infinito dos nimeros naturais.
Logo, o conjunto de todas as Maquinas de Turing (ou de todos os problemas
soluciondveis) é contdvel. Em contra-partida, é interessante destacar que o
cardinal do conjunto das linguagens que n&o sdo Enumeraveis
Recursivamente (ou dos problemas ndo-solucionédveis) é infinito e néo-
contdvel.

AIquina de Turmng

442 Linguagens Recursivas

As Linguagens Recursivas também sio definidas a partir das Médquinas
de Turing.

Definicao 4.4 Linguagem Recursiva.

Uma linguagem L é dita Linguagem Recursiva se existe uma Mdquina de
Turing M tal que:

a) ACEITAM) =L

b) REJEITAM)=2%*-L Q
Ou seja, uma linguagem é Recursiva se existe pelo menos uma Maquina

de Turing que aceita a linguagem e sempre pdra para qualquer entrada.

EXEMPLO 3 Linguagem Recursiva.

E facil verificar que as seguintes linguagens sao Recursivas:

a) {am" | n=0}

b) {anbneh In>0}

¢) {w|we {ab}*etem o dobro de simbolos a que b} a




44.3 Propriedades das Linguagem Enumeraveis Recursivamente
e Recursivas

A seguir sao apresentadas algumas das principais propriedades das
Linguagens Enumerdveis Recursivamente e das Recursivas.

Teorema 4.5 Complemento de uma Linguagem Recursiva é Recursiva.

Se uma linguagem L sobre um alfabeto ¥ qualquer é Recursiva, entdo o seu
complemento X*-L também é uma Linguagem Recursiva.

Prova: Suponha L uma Linguagem Recursiva sobre 2. Entdo existe M,
Maquina de Turing, que aceita a linguagem e sempre para para qualquer
entrada. Ou seja:

ACEITA(M) = L
REJEITA(M) = $*-L
LOOP(M) = &

Seja M' uma Mdquina de Turing construida a partir de M, mas invertendo-
se as condigdes de ACEITA por REJEITA e vice-versa (como a inversio pode ser
implementada?). Portanto, M’ aceita 3*-L e sempre pdra para qualquer
entrada. Ou seja:

ACEITAM) = ¥*-L
REJEITAM) = L
LOOP(M) = &

Logo, 2* - L é uma Linguagem Recursiva. Q

Teorema 4.6 Linguagem Recursiva x Enumeravel Recursivamente.

Uma linguagem L sobre um alfabeto ¥ qualquer é Recursiva se, e somente se,
L e 2*-L sdo Enumeraveis Recursivamente.

* Prova:

a) Suponha L uma Linguagem Recursiva sobre 3. Entao, como foi mostrado
no Teorema 4.5, ¥*-L é Recursiva. Como toda Linguagem Recursiva
também é Enumeravel Recursivamente ,entdo L e X*-L sao Enumeraveis
Recursivamente;

b) Suponha L uma linguagem sobre ¥ tal que L e 3*-L sdao Enumerdveis
Recursivamente. Entdo existem M1 e M2, Méquinas de Turing tais que:
ACEITAM{) =L
ACEITA(Mp) =3 *-L

Seja M Mdquina de Turing nao-deterministica definida conforme esquema
ilustrado na Figura 4.7 (como seria, detalhadamente, a definicdo de M?).
Para qualquer palavra de entrada, M aceita se My aceita e M rejeita se Mo
aceita. Portanto, claramente M sempre para. Logo, L é Recursiva. Q




4 2
M ACEITA ACEITA
»
- Q
AC EITA
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Figura 4.7 Méaquina de Turing

Teorema 4.7 Linguagem Recursiva x Enumeravel Recursivamente.

A Classe das Linguagens Recursivas estd contida propriamente na Classe
das Linguagens Enumerdveis Recursivamente.

Prova: Para mostrar que a inclusdo é propria, é suficiente mostrar que
existe pelos menos uma Linguagem Enumerdvel Recursivamente que néo é
Recursiva. A Linguagem Enumerdvel Recursivamente que segue ndo é
Recursiva, onde X e Tjsdo como definidas em Teorema 4.3 (cuidado para néo
confundir com a linguagem {X; | Xi ndo é aceita por Ti}):

L={X; | X; é aceita por Tj}

a) L é Enumerdvel Recursivamente. Segue um esbogo da constru¢ido de uma
Miaquina de Turing M que aceita uma palavra w qualquer pertencente a L:

a.1) M gera as palavras X1, Xo, ... em ordem lexicogréfica, comparando
com W. Quando Xj = w, M sabe que w é a i-ésima palavra na
enumeracio;

a.2) M gera Tj, a i-ésima Mdquina de Turing (conforme algoritmo
proposto nos exercicios);

a.3) M simula T para a entrada w = X e, se w pertence a ACEITA(Tj), entdo
w pertence a ACEITA(M) (o algoritmo do simulador também ¢é
proposto como exercicio);

Portanto, M aceita w se, e somente se, X; = w é aceita por T;. Logo, L é
Enumerdvel Recursivamente;

b) L ndo é Recursiva. Conforme o Teorema 4.6, L é Recursiva se, e somente
se, L e seu complemento sioc Enumeriaveis Recursivamente. Como o
complemento de L, conforme o Teorema 4.3, n&o é FEnumerdvel
Recursivamente, entao L ndo é Recursiva. a
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4.5 Gramatica Irrestrita

Contrariamente as demais gramdticas introduzidas anteriormente, quais
sejam, Regulares e Livres do Contexto, uma Gramatica Irrestrita é
simplesmente uma gramdtica, sem qualquer restrigio nas producdes.

Defini¢ao 4.8 Gramaitica Irrestrita.

Qualquer gramatica G=(V, T, P, S) é uma Gramdtica Irrestrita ou Tipo 0. 0O
Portanto, o termo irrestrita ¢ somente para enfatizar que ndo existe

qualquer restrigdo sobre as produgdes da gramdtica.

EXEMPLO 4 Gramdtica Irrestrita.

A linguagem L = {anbncn | n>0} é gerada pela seguinte Gramatica Irrestrita:
G=({S,C},{a b c} P S), onde:
P={S—abc | g,
ab — aabbC,
Cb — bC,
Cc — cc}

A palavra aaabbbccc pode ser derivada como segue (existe alguma outra
seqiiéncia de derivacdo que gera a mesma palavra?):

S = abc = aabbCc = aaabbChCc = aaabbCbcc = aaabbbCcc = aaabbbecc

Deve-se reparar que a varidvel C "caminha" na palavra até a posi¢do correta
para gerar um terminal c. a

Teorema 4.9 Ling. Enumerivel Recursivamente x Gramatica Irrestrita.
L € uma Linguagem Enumeravel Recursivamente se, e somente se, L é

gerada por uma Gramadtica Irrestrita. Q

O teorema néao sera demonstrado.

4.6 Linguagem Sensivel ao Contexto

As Linguagens Sensiveis ao Contexto sio definidas a partir das
Gramaticas Sensiveis ao Contexto.

Definicao 4.10 Gramatica Sensivel ao Contexto.

Uma Gramdtica Sensivel ao Contexto G é uma gramética G=(V, T,P, S) com a
restricdo de que qualquer regra de produgéo de P é da forma o — B, onde:

a) o é uma palavra de (VU T)*
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b) B uma palavra de (VU T)*

o lal < lB|, excetuando-se, eventualmente, para S — €. Neste caso, S ndo
pode estar presente no lado direito de qualquer produgio. Qa

Ou seja, a cada etapa de derivagdo, o tamanho da palavra derivada nio
pode diminuir, excetuando-se para gerar a palavra vazia, se esta pertencer a
linguagem. Note-se que nem toda gramética na forma livre do contexto ¢ uma
gramdtica na forma sensivel ao contexto (por qué?).

Definicdo4.11 Linguagem Sensivel ao Contexto ou Tipo 1.

Uma linguagem gerada por uma Gramitica Sensivel ao Contexto é dita
Linguagem Senstvel ao Contexto ou Tipo 1. 3

EXEMPLO 5 Linguagem Sensivel ao Contexto.

A linguagem (introduzida no Capitulo 3 - Linguagens Livres do Contexto,
como exemplo de linguagem que néo é Livre do Contexto):

L={ww | wé palavra de {a, b}*}

pode ser gerada por um Gramatica Sensivel ao Contexto como segue:

G=({S, X,Y, A B, (aa), (ab), (ba), (bb)}, {a, b}, P, S}, onde:
P={S > XY | aal bb|eg,

X — XaA | XbB | aa(aa) | ab(ab) | ba(ba) | bb(bb),

Aa — aA, Ab — bA, AY — Ya,

Ba — aB, Bb — bB, BY - Yb,

(aa)a — a(aa), (aa)p — b(aa), (aa)Y — aa,

(ab)a — a(ab), (ab)b — b(ab), (ab)Y¥ — ab,

{ba)a — a(ba), (ba)b -» b(ba), (ba)Y — ba,

{bb)a — a(bb), (bb)o — b(bb), (bb)Y — bb}

Excetuando-se para |w| <1, a gramatica apresentada gera o primeiro w
apds X e o segundo w apés Y, como segue:

e a cada simbolo terminal gerado apds X, é gerada uma varidvel
correspondente;

e esta varidvel "caminha" na palavra até passar por Y, quando deriva o
correspondente terminal,

e para encerrar, X deriva uma subpalavra de dois terminais e uma
correspondente varidvel a qual "caminha" até encontrar Y quando é
derivada a mesma subpalavra de dois terminais. Note-se que, se a
gramatica fosse modificada para X derivar uma subpalavra de somente
um terminal (e a correspondente varidvel) como por exemplo X — u(u),
ao encontrar Y, seria necessdrio derivar usando uma producéo do tipo
()Y > u onde o lado direito possui comprimento menor que o lado
esquerdo e, conseqiientemente, a gramatica ndo seria sensivel ao
contexto. u
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4.7 Maquina de Turing com Fita Limitada

Uma Mdquina de Turing com Fita Limitada, também conhecida como
Automato Limitado Linearmente ou Autémato de Fita Limitada, é,
basicamente, uma Md4quina de Turing com a fita limitada ao tamanho da
entrada mais duas células contendo marcadores de inicio e de fim de fita.
Como néo é conhecido se a facilidade de nao-determinismo aumenta o poder
computacional das Mdquinas de Turing com Fita Limitada, a sua definigédo
inclui a facilidade de nao-determinismo.

Definicao 4.12 Maquina de Turing com Fita Limitada.
Uma Mdquina de Turing com Fita Limitada é uma 8-upla:
M=(2,Q538q,F Vet

onde:
2> alfabeto de simbolos de entrada;
Q  conjunto de estados possiveis da maquina o qual é finito;
8  programa ou fung¢do de transi¢do:
SAx(TuVu{e, 1)) 20xEZuwVule thx{ED)
a qual é uma fun¢ao parcial;
go estado inicial da maquina tal que qp é elemento de Q;
F conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q;
V  alfabeto auxiliar (pode ser vazio);
& simbolo ou marcador de inicio o qual marca o inicio da fita;
+ simbolo ou marcador de fim o qual marca o fim da fita. Q

EXEMPLO 6 Mdquina de Turing com Fita Limitada.
Considere a linguagem:

L={ww | weé palavra de{a, b}*}
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(t, 1, E)

Figura 4.8 Maquina de Turing com Fita Limitada

A Maquina de Turing com Fita Limitada:

M=({a b} {do, a1, ... 99, ar}, &, qo, {ar} {X, Y} ©, 1)
ilustrada na Figura 4.8 é tal que:
ACEITA(M) = L
REJEITAM) = X* - L

e, portanto, LOOP(M) = &. A partir de g1, o inicio do primeiro w é marcado com
um X. Os estados g9 e g3 definem nao-determinismos, com o objetivo de marcar
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com um Y o inicio do segundo w. De g5 a q11 é verificada a igualdade da
primeira com a segunda metade da palavra. ]

Teorema 4.13 Linguagem Sensivel ao Contexto x
Maquina de Turing com Fita Limitada.

L é uma Linguagem Sensivel ao Contexto se, e somente se, L é reconhecida
por uma Mdquina de Turing com Fita Limitada. a

O teorema nao serd demonstrado.
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4.8 Exercicios

4.1 Qual a importancia do estudo da Mdquina de Turing para a Ciéncia da
Computacio em geral e para as Linguagens Formais, em particular ?

4.2  Sobre a Hipétese de Church:

a) Por que nido é demonstravel?

b) Qual o seu significado e importancia?

43 Qual a diferenca fundamental entre as Classes das Linguagens

Recursivos e dos Enumeraveis Recursivamente? Qual a importancia de se
distinguir estas duas classes?

44 Para cada uma das linguagens abaixo, desenvolva uma Maquina de
Turing que a reconheca. Sugere-se que, pelo menos trés sejam do tipo com
Fita Limitada.

a) Ly={abncn | n>0}

b) Ly={w | w possui o mesmo ndmero de simbolos a,b e ¢}

¢) Lz={albmamn+m |n=0e m=>0}

d) Lg={wew lwé palavra de {a, b}*}

e) Ls={ww lweé palavra de {a, b}*}

) Lg={(awwa)" | w é palavra de {a,b}* en>0}

g) Ly={w |w=a'b2adb4._anbn e n é par}

45 Para cada uma das linguagens abaixo, desenvolva uma gramdtica que
a gere (sugere-se que, pelo menos duas sejam do tipo Sensivel ao Contexto):

a) Ly={ahbmanm | n=0em>0)

b) Ls={ww | w é palavra de {a, b}*}

¢) Lg={www | w é palavra de {a, b}*}

d) Lg={(@d" | n=0)

46 Na demonstracio do teorema que prova que o complemento de uma
Linguagem Recursiva também é Recursiva, é realizada a inversdo das

condi¢des ACEITA por REJEITA e vice-versa de uma MaAaquina de Turing que
sempre para. Como esta inverséo pode ser realizada?
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4.7 Demonstre que a Classe das Linguagens Recursivas é fechada para as
seguintes operagoes:

a) Uniao;

b) Interseccao;

¢) Diferenca;

d) Concatenacao sucessiva (L*, supondo L Recursiva).

4.8 Com rela¢ao a Classe das Linguagens Enumeraveis Recursivamente, o
que pode-se afirmar para as seguintes operagdes:

a) Unido?

b) Intersecgdo?

¢) Diferenca?

4.9 Sobre Autémato com Pilha e Maquina de Turing:

a) Modifique a definicdo do Autémato com Pilha, prevendo duas pithas
(A2P);

b) Demonstre que a Classe dos A2P é equivalente, em termos de poder
computacional, 8 Mdaquina de Turing;

¢) Repita os itens a) e b) para AnP (Autémato com n = 2 Pilhas).

4.10 Modifique a defini¢do do Autémato Finito para Autémato Infinito (ou
seja, onde o conjunto de estados pode ser infinito). Demonstre que a Classe
dos Autématos Infinitos é equivalente a Classe das Mdquinas de Turing.

4.11 Uma Mdquina de Turing com Fita Limitada possui uma fita finita, um
conjunto de estados finitos e alfabetos finitos. Portanto, pode assumir um
conjunto finito de estados. Entao por que o seu poder computacional nao é
equivalente ao de um Autémato Finito? Fundamente a sua resposta.

4.12 Estenda a fung¢do programa da Maquina de Turing usando como
argumento um estado e uma palavra, de forma similar a realizada para os
Autdématos Finitos.

4.13 Conforme proposto em Teorema 4.3, descreva um algoritmo para
nomear (codificar) uma Mdquina de Turing qualquer sobre ¥ = {a, b} como
uma palavra em bindrio (do mesmo alfabeto ).

Sugestdo: expresse a fungdo programa como uma 5-upla (estado atual,
simbolo lido, simbolo gravado, novo estado e sentido do movimento da
cabec¢a) no alfabeto Y. Apés, codifique a Mdquina de Turing como uma
seqiiéncia de 5-uplas justapostas, adicionando informagbes como qual o
estado inicial e o conjunto de estados finais.
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Repare que o cédigo que representa cada Maquina de Turing é um numero
natural expresso em binario.

4.14 Esboce um algoritmo que transforme qualquer Mdquina de Turing em
uma Maquina de Turing equivalente com somente dois estados.

Sugestdo: a redugio do nimero de estados obriga 0 aumento do ndimero de
simbolos do alfabeto auxiliar.

Repare que este resultado mostra que a fita é suficiente como unica
"meméria", ndo sendo necessdrio usar os estados para "memorizar"
informacgdes passadas.

4.15 Desenvolva um programa em computador que simule qualquer
M4dquina de Turing. A entrada para o simulador deve ser a fun¢édo programa
e a saida o estado final da mdquina simulada, o conteido da fita e 0o nimero
de movimentos da cabega da fita.




5 Hierarquia de Classes de
Linguagens e Conclusoes

As seguintes classes bésicas de linguagens estudadas:

» Linguagens Regulares ou Tipos 3;

¢ Livres do Contexto ou Tipo 2;

¢ Sensiveis ao Contexto ou Tipo 1;

¢ Enumeriveis Recursivamente ou Tipo 0;

e as suas inclusdes préprias como ilustrado na Figura 5.1, constituem o que
normalmente € conhecido como a Hierarquia de Chomsky. Noam Chomsky
definiu estas classes como (potenciais) modelos para linguagens naturais.



e N
Linguagens Enumeraveis Recursivamente ou Tipo 0
-
Linguagens Sensiveis ao Contexto ou Tipo 1
(
Linguagens Livres do Contexto ou Tipo 2
Linguagens Regulares ou
Tipo 3

N J

- J

Figura 5.1 Hierarquia de Chomsky

No caso especifico das linguagens naturais, o estudo das Linguagens
Livres do Contexto tem sido de especial interesse, pois elas permitem uma
representacdo simples da sintaxe, adequada tanto para a estruturacao
formal, como para a andlise computacional. Entretanto, esse estudo tem
mostrado problemas nao-soluciondveis, como determinar se uma gramatica
é ambigua (ou seja, se existem duas ou mais drvores de derivagio distintas
para uma mesma palavra).

No que se refere as linguagens de programagao, a Teoria das Linguagens
Formais oferece meios para modelar e desenvolver ferramentas que
descrevam sintaticamente a linguagem e seus processos de andlise, bem
como suas propriedades e limitagbes algoritmicas.

Entretanto, nem sempre as linguagens de programacdo sao tratadas
adequadamente na Hierarquia de Chomsky. Existem linguagens que nao sao
Livres do Contexto, para as quais o poder dos formalismos Sensiveis ao
Contexto é excessivo, sendo inadequados principalmente no que se refere a
complexidade computacional (eficiéncia). Adicionalmente o conhecimento
das Linguagens Sensiveis ao Contexto é relativamente limitado, o que
dificulta o seu tratamento. Alguns exemplos de problemas que nao podem ser
tratados como Livres do Contexto sdo os seguintes:

¢ muiltiplas ocorréncias de um mesmo trecho de programa, como a
declaracdo de um identificador e suas referéncias de uso (problema
andlogo a linguagem {wcw lw é palavra de {a, b}*}, a qual ndo é
linguagem Livre do Contexto);
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e alguns casos de validacdo de expressdes com variaveis de tipos
diferentes;

* a associagdo de um significado (semantica) de um trecho de programa,
que dependeria da andlise de um conjunto de informacdes como
identificadores, ambientes, tipos de dados, localizagido, seqiiéncias de
operacdes, etc.

Nestes e em outros casos, a quantidade e o tipo de "meméria" dos
formalismos Livres do Contexto ndo sdo suficientes para manipular as
informacodes necessdrias para a adequada validagdo.

Por outro lado, para algumas linguagens de programacio, a Classe das
Linguagens Livres do Contexto é excessiva, e a das Regulares, insuficiente.
Alguns exemplos de problemas para este tipo de linguagem sdo os seguintes:

¢ nao existe um algoritmo que verifique a igualdade de duas linguagens
Livres do Contexto, o que dificulta a otimizacdo e o teste de
processadores de linguagens;

¢ o Autémato com Pilha, em sua defini¢do bdsica, possui a facilidade de
nio-determinismo. Entretanto, se a linguagem pode ser representada
por um Autémato com Pilha Deterministico (ou seja, se é uma
Linguagem Livre do Contexto Deterministica), entdo é possivel
implementar (facilmente) um reconhecedor com tempo de
processamento proporcional a 2n (onde n é o tamanho da entrada), o que
é muito mais eficiente que o melhor algoritmo conhecido para as
Linguagens Livres do Contexto.

Alguns problemas referentes a4 Teoria das Linguagens Formais, embora
atuais, possuem muitas questdes em aberto, como:

¢ o tratamento de linguagens n-dimensionais, com destaque para as bie
as tri-dimensionais, com aplicagbes no processamento de imagens no
plano e no espaco;

e a traducao de linguagens, tanto naturais como de programacao.

Como ilustragdo de uma abordagem das Linguagens Formais as
linguagens n-dimensionais, no que segue é introduzida a nogdo de
Gramadtica de Grafos.

Gramadticas de Grafos podem ser usadas para definir linguagens
baseadas em grafos, bem como para descrever e analisar sistemas
seqiienciais, concorrentes e distribuidos, avaliar expressées funcionais,
definir mecanismos de sincronizagdo, modelar sistemas biolégicos, gerar
imagens (como, por exemplo, fractais), etc.

A idéia basica das Gramaticas de Grafos é andloga a das de Gramdticas
de Chomsky, ou seja:
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Figura 5.2 Grafo do jogo PacMan

e regras de producdo sdo pares (mas de grafos);
e uma derivacdo é a substitui¢cdo de um subgrafo de acordo com uma
regra de producio.

As Gramadticas de Grafos sdo normalmente tratadas em um contexto
categorial (nenhum conceito de Teoria das Categorias é formalmente
introduzido nesta publicacdo). Informalmente, alguns conceitos podem ser
visualizados no seguinte exemplo o qual ilustra o jogo de videogame PacMan.

O jogo PacMan (simplificado) possui um tabuleiro juntamente com
algumas entidades especiais como um PacMan e dois conjuntos, um de
fantasmas e outro de magads. A Figura 5.2 ilustra um grafo ("palavra") da
linguagem onde:

e os nodos pretos, representam os lugares do tabuleiro e as
correspondentes arestas, os caminhos possiveis entre dois lugares;

e as entidades PacMan, fantasmas e mag¢as sdo representadas por nodos
com simbologia prépria, onde os correspondentes arcos denotam o seu
posicionamento no tabuleiro;

e o nodo branco descreve a fase em que se encontra o jogo (na Figura 5.2,
a fase é 2). Adicionalmente, as macas cujos arcos sio associados ao
nodo branco, representam as macgas ja comidas pelo PacMan (na
Figura 5.2, uma maga foi comida).

A Figura 5.3 ilustra as regras de produc¢do move, come e mata. Por fim, a
Figura 5.4 ilustra o grafo resultante da aplicagao da regra move ao grafo
ilustrado na Figura 5.2. Note-se que, no grafo resultante, o PacMan encontra-
se em um lugar onde existe um fantasma. Assim, a préxima produgdo pode
ser mata ou move.
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move:

come:

mata:

®o—>0

c’ M

J

N\ J
4 )
®
N\ J

Figura 5.3 Regras de produc¢do do PacMan

Assim, dependendo da linguagem e dos objetivos do trabalho, alguns
estudos especificos, eventualmente fora da Hierarquia de Chomsky, sao
recomendados ou necessarios. Estes transcendem o objetivo desta publicacéo
e algumas referéncias sobre o assunto podem ser encontradas na bibliografia

recomendada.
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Figura 5.4 Grafo resultante da aplicacao da regra move
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